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Ââåäåíèå
Ãðóïïîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé

[1][2]. Ýòî ïîíÿòèå èñïîëüçóåòñÿ, îáû÷íî, äëÿ íàëîæåíèÿ íà ýòó
îïåðàöèþ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåâðàòèòü
ãðóïïîèä â ãðóïïó èëè ïîëóãðóïïó [3]. Îäíàêî, êàê ìû ïîêàæåì,
èìåííî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íå ñâÿçàíà
íèêàêèìè óñëîâèÿìè, èëè ýòè óñëîâèÿ ìèíèìàëüíû, â ãðóïïîèäå
ñîäåðæàòñÿ èíòåðåñíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà. Ãðóïïîèä íàçûâàåòñÿ
ïðàâèëüíûì, åñëè (i) ëþáîé åãî ýëåìåíò x äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî
ðàçëîæåíèÿ x = yz, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé, ãäå
õîòÿ áû îäèí ñîìíîæèòåëü îòëè÷åí îò x, è (ii) íåðàçëîæèìûå
ýëåìåíòû ïîðîæäàþò âåñü ãðóïïîèä.

Êëàññ ïðàâèëüíûõ ãðóïïîèäîâ âêëþ÷àåò ãðóïïîèäû, ñâîáîäíî
ïîðîæäåííûå ìíîæåñòâîì X (ñâîáîäíûå ãðóïïîèäû), ãðóïïîèäû
ñ òîæäåñòâîì xy = yx (ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå ãðóïïîèäû)
è ãðóïïîèäû ñ òîæäåñòâîì xx = x (ñâîáîäíûå èäåìïîòåíòíûå
ãðóïïîèäû).

Àññîöèàòèâíûå ãðóïïîèäû íå ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè.
Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà òðåì ñâÿçàííûì ìåæäó ñîáîé òåìàì :

ðåøåòêàì ïîäãðóïïîèäîâ ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà, ñâîáîäíûì
òîïîëîãè÷åñêèì ãðóïïîèäàì è ñâîáîäíûì èäåìïîòåíòíûì
óëüòðàìåòðè÷åñêèì ãðóïïîèäàì.
1. Ñ êàæäûì ïðàâèëüíûì ãðóïïîèäîì G ìû ñâÿçûâàåì ðåøåòêó
L åãî ïîäãðóïïîèäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà, ò. å. ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
îáðàçóþùèõ. Â ýòîé ðåøåòêå ïðîèçâåäåíèå A ∧ B ïîäãðóïïîèäîâ
A è B îïðåäåëåíî, êàê èõ ïåðåñå÷åíèå A ∩ B, à ñóììà
ïðîèçâåäåíèå A ∨ B� êàê íàèìåíüøèé ïîäãðóïïîèä, ñîäåðæàùèé
èõ îáúåäèíåíèå A ∪ B. Ýòà ðåøåòêà äîïóñêàåò ïðîñòîå îïèñàíèå,
îäíàêî îíà "íå ãåîìåòðè÷íà", ïîñêîëüêó íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé
èëè ïîëóìîäóëÿðíîé [4]. Ìû âûäåëÿåì â L ïîäìíîæåñòâî
ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ L ñî ñòðóêòóðîé ïîëóìîäóëÿðíîé ðåøåòêè.
Ïîäãðóïïîèä A êîíå÷íîãî ðàíãà r íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, åñëè â G íå
ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïîèäà ðàíãà r1 6 r, ñòðîãî ñîäåðæàùåãî A.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ïîäãðóïïîèäîì. Ïîýòîìó, ñ êàæäûì
ïîäìíîæåñòâîì V ïðàâèëüíîãî ïîäãðóïïîèäà G ìîæíî ñâÿçàòü
åãî ïëîñêóþ îáîëî÷êó V � íàèìåíüøèé ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä,
ñîäåîæàùèé V.

Ïðîèçâåäåíèå A∧B ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ A è B îïðåäåëÿåòñÿ
êàê èõ ïåðåñå÷åíèå. À èõ ñóììà A ∨ B � êàê íàèìåíüøèé
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ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä, ñîäåðæàùèé A è B (ïëîñêàÿ îáîëî÷êà
èõ îáúåäèíåíèÿ A ∪B). Ìíîæåñòâî L ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ
ñ îïåðàöèÿìè ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû ÿâëÿåòñÿ ïîëóìîäóëÿðíîé
ðåøåòêîé.

Ïëîñêèå ïîäãðóïïîèäû åñòåñòâåííî òðàêòîâàòü êàê àíàëîãè
ïëîñêîñòåé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, íà
ïðàâèëüíîì ãðóïïîèäå âîçíèêàåò ñâîåîáðàçíàÿ ãåîìåòðèÿ. Åå
ñóùåñòâåííàÿ îñîáåííîñòü: íà êàæäîé n-ïëîñêîñòè âûäåëåíà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííàÿ áàçà èç n + 1 òî÷êè � ìíîæåñòâî
îáðàçóþùèõ ïëîñêîãî ïîäãðóïïîèäà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áàçà
ïåðåñå÷åíèÿ (ïðîèçâåäåíèÿ) è ñóììû äâóõ ïëîñêîñòåé ñîäåðæèòñÿ
â îáúåäèíåíèè áàç ýòèõ ïëîñêîñòåé. Ñì. ïðèìåð â ï. 3.6.
2. Â � 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå ãðóïïîèäû G[X],
ïîðîæäåííûå õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì X. Òîïîëîãèÿ
ïðîäîëæàåòñÿ ñ X äî õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèè â G[X] òàêîé,
÷òî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íåïðåðûâíà. Äàëåå, òîïîëîãèÿ â
ãðóïïîèäå G[X] çàäàåò õàóñäîðôîâó òîïîëîãèþ íà ðåøåòêå
L åãî ïîäãðóïïîèäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî
ïîäìíîæåñòâî ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ â ýòîé òîïîëîãèè îòêðûòî
è âñþäó ïëîòíî.
3. Â � 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå èäåìïîòåíòíûå ãðóïïîèäû
G[X], ïîðîæäåííûå ìåòðè÷åñêèì èëè óëüòðàìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì X. Ìåòðèêà ïðîäîëæàåòñÿ ñ X â G[X] òàê, ÷òî
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé. Ïîêàçàíî, ÷òî âñå
øàðû â ïîñòðîåííîé ìåòðèêå íà G[X] ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïîèäàìè.
Äàëåå, ìåòðèêà â ãðóïïîèäå G[X] çàäàåò íà ðåøåòêå L åãî
ïîäãðóïïîèäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà ìåòðèêó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé
ïîäìíîæåñòâî ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ âñþäó ïëîòíî.

1. Èñõîäíûå îïðåäåëåíèÿ
Ãðóïïîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G ñ îäíîé áèíàðíîé

îïåðàöèåé G × G → G (ïðîèçâåäåíèå xy ýëåìåíòîâ x, y
èç G). Ïîíÿòèÿ ïîäãðóïïîèäà, ãîìîìîðôèçìà è èçîìîðôèçìà
ãðóïïîèäîâ îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Ïî îïðåäåëåíèþ,
ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïîèäà ñ÷èòàåòñÿ ïîäãðóïïîèäîì.
1.1. Ïîäãðóïïîèäû. Î÷åâèäíî, ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà
ïîäãðóïïîèäîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîèäîì (âîçìîæíî �
ïóñòûì). Ïîýòîìó ñîâîêóïíîñòü ïîäãðóïïîèäîâ ãðóïïîèäà G
íàäåëåíà ñòðóêòóðîé ðåøåòêè ïî îòíîøåíèþ âëîæåíèÿ. Â ýòîé
ðåøåòêå ïðîèçâåäåíèåì (êîíúþíêöèåé, ïåðåñå÷åíèåì ) G1 ∧ G2
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ïîäãðóïïîèäîâ G1 è G2 ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî- ìíîæåñòâåííîå
ïåðåñå÷åíèå G1 ∩ G2, à ñóììîé (äèçúþíêöèåé) G1 ∨ G2

ïîäãðóïïîèäîâ G1 è G2 ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî- ìíîæåñòâåííîå
ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäãðóïïîèäîâ, ñîäåðæàùèõ êàê G1, òàê è G2, ò.
å. ñîäåðæàùèõ èõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå G1 ∪G2.

1.2. Ïîðîæäàþùèå è áàçèñíûå ïîäìíîæåñòâà. Ñâÿæåì ñ
êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì X ãðóïïîèäà G ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî
ïîäìíîæåñòâ X1, . . . , Xn, . . ., ãäå

X1 = X; Xn = {uv | u, v ∈ X1 ∪ . . . ∪Xn−1} (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî îáúåäèíåíèå ïîäìíîæåñòâ Xn åñòü ïîäãðóïïîèä â
G. Íàçîâåì åãî ïîäãðóïïîèäîì, ïîðîæäåííûì ìíîæåñòâîì X, è
îáîçíà÷èì ÷åðåç G(X). Íàçîâåì X ïîðîæäàþùèì ïîäìíîæåñòâîì
â ãðóïïîèäå G(X).

Íàçîâåì X ⊂ G áàçèñíûì ïîäìíîæåñòâîì (êðàòêî � áàçîé
èëè áàçèñîì) â G, åñëè X � ïîðîæäàþùåå ïîäìíîæåñòâî â G è
ëþáîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X, Y 6= X, íå ÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì. Ãðóïïîèä ñ áàçèñíûì ïîäìíîæåñòâîì
X îáîçíà÷èì ÷åðåç G[X].

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî çàïèñàòü îïðåäåëåíèå ðåøåòêè
ïîäãðóïïîèäîâ ÷åðåç îïåðàöèþ ïîðîæäåíèÿ:

G1 ∧G2 = G1 ∩G2 = G(G1 ∩G2); G1 ∨G2 = G(G1 ∪G2) (2)

1.3. Êîíå÷íàÿ ïîðîæäåííîñòü. Íàçîâåì ãðóïïîèä G êîíå÷íî
ïîðîæäåííûì, åñëè îí îáëàäàåò êîíå÷íûì ïîðîæäàþùèì
ïîäìíîæåñòâîì X, ò.å. G = G(X), #X < ∞.

Î÷åâèäíî, ó êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ãðóïïîèäà G(X) ñóùåñòâóåò
êîíå÷íîå áàçèñíîå ïîäìíîæåñòâî X ′ ⊂ X, ò.å. G(X) = G[X ′].

1.4. Âûñîòà. Íàçîâåì âûñîòîé ýëåìåíòà y ∈ G(X) îòíîñèòåëüíî
ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà X è îáîçíà÷èì ÷åðåç hX(y) íàèìåíüøåå
÷èñëî n òàêîå, ÷òî y ∈ Xn è y /∈ Xk ïðè k < n, ãäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn} îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (1).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò :
1) hX(y) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y ∈ X,
2) åñëè hX(y) = n > 1, òî y ïðåäñòàâèì â âèäå y = uv,

ãäå max{hX(u), hX(v)} = n− 1.
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1.5. Äëèíà. Îïðåäåëèì äëèíó lX(y) ýëåìåíòà y ∈ G(X)
îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà X èíäóêöèåé ïî âûñîòå
hX(y). Åñëè hX(y) = 1, ò.å. y ∈ X, òî ïîëàãàåì lX(y) = 1. Åñëè
hX(y) = n > 1, òî ïîëàãàåì

lX(y) = min{lX(u) + lX(v) | uv = y; hX(u) < n, hX(v) < n} (3)
Ïðåäëîæåíèå 1.1. hX(y) 6 lX(y) äëÿ âñåõ y ∈ G(X).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî hX(y). Åñëè hX(y) = 1 èëè 2, òî
lX(y) = hX(y). Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ hX(y) < n, è ïóñòü
hX(y) = n. Òîãäà y = uv, ãäå max{hX(u), hX(v)} = n − 1. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, hX(u) = n−1. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
lX(u) > hX(u), à ïîòîìó lX(u) > n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, lX(u) +
lX(v) > n äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ y = uv, à ïîòîìó, ñîãëàñíî (3)
äëèíà lX(y) > hX(y). ¤

2. Ïðàâèëüíûå ãðóïïîèäû
Çäåñü ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî ïðàâèëüíûõ ãðóïïîèäîâ,

âêëþ÷àþùåå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñâîáîäíûå, ñâîáîäíûå
èäåìïîòåíòíûå è ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå ãðóïïîèäû.
2.1. Ñâîáîäíûå ãðóïïîèäû. Ãðóïïîèä G, ïîðîæäåííûé
ïîäìíîæåñòâîì X, íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì íàä X, åñëè îí
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ óíèâåðñàëüíîñòè :

ëþáîå îòîáðàæåíèå X → G′, ãäå G′ � ïðîèçâîëüíûé
ãðóïïîèä, îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà
ãðóïïîèäîâ G → G′.

Ýòî ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì äâóì
óñëîâèÿì äëÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïîèäà G :

1) ðàâåíñòâî x1y1 = x2y2 âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà x1 = x2, y1 = y2,

2) ýëåìåíòû x ∈ X íå ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ x =
x1y1.

Î÷åâèäíî, X ÿâëÿåòñÿ áàçîé ãðóïïîèäà G, ò.å. G = G[X].
Ïðåäëîæåíèå 2.1. Äâà ñâîáîäíûõ ãðóïïîèäà G[X] è G[Y ]
èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà #X = #Y .
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì G[X] → G[Y ],
òî ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû ïåðåõîäÿò â
íåðàçëîæèìûå, Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà áèåêöèÿ X → Y .
Îáðàòíî, åñëè #X = #Y , òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ σ : X →
Y . Èíäóêöèåé ïî âûñîòå ýëåìåíòîâ åå ìîæíî ïðîäîëæèòü äî
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èçîìîðôèçìà G[X] → G[Y ]. Èìåííî, åñëè σ óæå îïðåäåëåíà íà
ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ x ∈ G[X] âûñîòû, ìåíüøåé n, è h(x) = n,
òî ïðåäñòàâèì x â âèäå x = uv, ãäå h(u), h(v) < n, è ïîëîæèì
σ(x) = σ(u) σ(v). Èç ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî σ � èçîìîðôèçì
ãðóïïîèäîâ G[X] è G[Y ]. ¤
Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïîäãðóïïîèäû ñâîáîäíûõ ãðóïïîèäîâ ñàìè
ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè.

Â ñàìîì äåëå, î÷åâèäíî, ÷òî â êàæäîì ïîäãðóïïîèäå G′

ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà G âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1). Ñïðàâåäëèâîñòü
óñëîâèÿ 2) áóäåò óñòàíîâëåíà ïîçäíåå, ñðàçó äëÿ áîëåå øèðîêîãî
ñåìåéñòâà ãðóïïîèäîâ (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.5).
Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ëþáîé ñâîáîäíûé ãðóïïîèä ñîäåðæèò
ïîäãðóïïîèä ñî ñ÷åòíîé áàçîé, à çíà÷èò, è ïîäãðóïïîèä ñ
êîíå÷íîé áàçîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â ñâîáîäíîì ãðóïïîèäå G,
ïîðîæäåííîì îäíèì ýëåìåíòîì x, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ
{xn}, ãäå x1 = xx, xn = xn−1x ïðè n > 1. Îíà îáðàçóåò áàçó â
ïîðîæäåííîì åþ ïîäãðóïïîèäå. ¤
Äîáàâëåíèå. Ïðèìåðû ãðóïïîèäîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîëüêî
óñëîâèþ 1).
Ïðèìåð 1. Ãðóïïîèä, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè x, y è z, ñ
ñîîòíîøåíèÿìè

xy = z, yz = x, zx = y.

Ýëåìåíòû x è y îáðàçóþò áàçó ãðóïïîèäà G, íî îíè ðàçëîæèìû.
Ïðèìåð 2. Ãðóïïîèä G, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè

(ε1, . . . , εn), εi = 0, 1, n = 1, 2, . . .,
ñ ñîîòíîøåíèÿìè

(ε1, . . . , εn) = (ε1, . . . , εn, 0) (ε1, . . . , εn, 1).

Ó ýòîãî ãðóïïîèäà íå ñóùåñòâóåò áàçèñíîãî ìíîæåñòâà, è âñå åãî
ýëåìåíòû ðàçëîæèìû.
2.2. Ñâîáîäíûå èäåìïîòåíòíûå è ñâîáîäíûå
êîììóòàòèâíûå ãðóïïîèäû.
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ãðóïïîèä G, ïîðîæäåííûé
ïîäìíîæåñòâîì X, ñâîáîäíûì èäåìïîòåíòíûì íàä X, åñëè
I.1) xx = x äëÿ ëþáîãî x ∈ G
I.2) ðàâåíñòâî x1y1 = x2y2, ãäå x1 6= y1, x2 6= y2 âûïîëíÿåòñÿ â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà x1 = x2, y1 = y2,
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I.3) ýëåìåíòû x ∈ X íå ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðîèçâåäåíèé x = yz,
y 6= z.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè #X = 1, ò.å. X = {x}, òî G(X) = {x}.
Ïðèâåäåì ïðèìåð ãðóïïîèäà G èç òðåõ ýëåìåíòîâ x, y, z,

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì I.1),I.2), íî íå óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèþ I.3).
Ïðèìåð. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â G çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

xx = x, yy = y, zz = z,

xy = yx = z, zx = xz = y, yz = zy = x.

Ýëåìåíòû x è y îáðàçóþò áàçèñ â G, íî îíè ðàçëîæèìû â
ïðîèçâåäåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â G êîììóòàòèâíà, íî íå
àññîöèàòèâíà.
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ãðóïïîèä G, ïîðîæäåííûé
ïîäìíîæåñòâîì X, ñâîáîäíûì êîììóòàòèâíûì íàä X, åñëè
C.1) xy = yx äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G
C.2) ðàâåíñòâî x1y1 = x2y2 âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà ëèáî x1 = x2, y1 = y2, ëèáî x1 = y2, y1 = x2,
C.3) ýëåìåíòû x ∈ X íå ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ x = yz.
Ïðåäëîæåíèÿ 2.1 è 2.2 è èõ äîêàçàòåëüñòâà ñîõðàíÿþò ñèëó

äëÿ ñâîáîäíûõ èäåìïîòåíòíûõ è ñâîáîäíûõ êîììóòàòèâíûõ
ãðóïïîèäîâ. Ïðåäëîæåíèå 2.3 â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå âåðíî ïðè
ëþáîì áàçèñå X, à â èäåìïîòåíòíîì � òîëüêî ïðè #X > 1.
2.3. Ñâîáîäíî ïîðîæäåííûå ãðóïïîèäû.
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ãðóïïîèä G ñâîáîäíî ïîðîæäåííûì
ïîäãðóïïîèäàìè G1, G2, åñëè
F.1) G1 ∩G2 = ∅,
F.2) îáúåäèíåíèå G1 ∪ G2 ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì â

G
F.3) ðàâåíñòâî x1y1 = x2y2, ãäå x1, y1 íå ïðèíàäëåæàò

îäíîâðåìåííî G1 èëè G2 âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè x1 = x2,
y1 = y2.

Îáîçíà÷èì òàêîé ãðóïïîèä G ÷åðåç F (G1, G2).
Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò :
a) åñëè G1

∼= G′
1, G2

∼= G′
2, òî F (G1, G2) ∼= F (G′

1, G
′
2).

b) åñëè G1, G1 � ãðóïïîèäû ñ áàçàìè X1, X2, òî X1∪X2 ÿâëÿåòñÿ
áàçîé ãðóïïîèäà F (G1, G2).
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c) åñëè G1, G1 � ñâîáîäíûå ãðóïïîèäû íàä X1 è X2,
ñîîòâåòñòâåííî, òî F (G1, G2) � ñâîáîäíûé ãðóïïîèä íàä
X1 ∪X2.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîáîäíî - èäåìïîòåíòíî
ïîðîæäåííûå ãðóïïîèäû è ñâîáîäíî - êîììóòàòèâíî ïîðîæäåííûå
ãðóïïîèäû (ïîäðîáíûå îïðåäåëåíèÿ ìû îïóñêàåì).

Êðîìå îïåðàöèé ñâîáîäíîãî ïîðîæäåíèÿ ãðóïïîèäà èç ïàðû
ãðóïïîèäîâ ìîæíî ðàññìîòðåòü îïåðàöèþ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ãðóïïîèäîâ:

G1 ×G2 = {(x, y)|x ∈ G1, y ∈ G2};
(x, y)(p, q) = (xp, yq).
Â îáùåì ñëó÷àå áàçèñ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå âûðàæàåòñÿ

÷åðåç áàçèñ ñîìíîæèòåëåé. Íî åñëè ãðóïïîèäû èäåìïîòåíòíûå è-
èëè ñîäåðæàò ïðàâóþ è-èëè ëåâóþ åäèíèöû, òî áàçèñ ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïïîèäîâ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì áàçèñîâ
ñîìíîæèòåëåé: G[X] × G[Y ] = G[X × Y ]. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî. ÷òî
ëþáîé ýëåìåíò (xp, y) â èäåìïîòåíòíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü â
ôîðìå (xp, y) = (x, y)(p, y) èëè (xp, y) = (x, y)(p, 1R) = (x, 1L)(p, y)).
2.4. Ïðàâèëüíûå ãðóïïîèäû.
Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ãðóïïîèä G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ G èìååòñÿ
íå áîëåå îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà
ñîìíîæèòåëåé, â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ x = yz, ãäå õîòÿ áû îäèí
ñîìíîæèòåëü îòëè÷åí îò x. Ýëåìåíòû x, íå ïðåäñòàâèìûå â òàêîì
âèäå, íàçîâåì íåðàçëîæèìûìè.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, åñëè x = xx, è äëÿ x íå ñóùåñòâóåò
äðóãîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ, òî ýëåìåíò x ñ÷èòàåòñÿ
íåðàçëîæèìûì.
Çàìå÷àíèå. Àññîöèàòèâíûå ãðóïïîèäû íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
åäèíñòâåííîñòè.
Ïðåäëîæåíèå 2.4. Åñëè ãðóïïîèä G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ, òî

1) îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ïîäãðóïïîèäà â G,
2) ëþáîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ãðóïïîèäà G ñîäåðæèò âñå

åãî íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ãðóïïîèä G ïðàâèëüíûì, åñëè îí
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ è åãî áàçà
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïðàâèëüíîì ãðóïïîèäå G ïîäìíîæåñòâî
X íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé áàçîé (ñì.
ïðåäëîæåíèå 2.4).

Ïðèìåðàìè ïðàâèëüíûõ ãðóïïîèäîâ ÿâëÿþòñÿ ëþáûå ñâîáîäíûå,
ñâîáîäíûå èäåìïîòåíòíûå è ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå ãðóïïîèäû.
Êðîìå òîãî, åñëè ãðóïïîèä G ñâîáîäíî (ñâîáîäíî - èäåìïîòåíòíî,
ñâîáîäíî - êîììóòàòèâíî) ïîðîæäåí ïðàâèëüíûìè ãðóïïîèäàìè G1

è G2, òî îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ëþáîé ïîäãðóïïîèä ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ïðàâèëüíûé ãðóïïîèä, X � åãî áàçà,

X1, . . . , Xn, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â
ï. 1.2. Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäãðóïïîèäà G′ ⊂ G
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ

Y1, . . . , Yn, . . .. Ïîëàãàåì Y1 = X1 ∩G′.
Åñëè ïîäìíîæåñòâà Y1, . . . , Yn−1 óæå îïðåäåëåíû, òî îïðåäåëèì

Yn êàê ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç Xn ∩ G′, íå ïðèíàäëåæàùèõ
ïîäãðóïïîèäó

G(Y1 ∪ . . . ∪ Yn−1) ⊂ G′. Ïî ïîñòðîåíèþ, ìíîæåñòâî Y =⋃∞
i=1 Yi ïîðîæäàåò G′ è ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ

íåðàçëîæèìûìè â G′. ¤
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ðàíãîì ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G è
îáîçíà÷èì r(G) ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâà X åãî íåðàçëîæèìûõ
ýëåìåíòîâ.

Äëèíó è âûñîòó ýëåìåíòîâ x ∈ G îòíîñèòåëüíî X áóäåì
îáîçíà÷àòü, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç l(x) è h(x).

Èç îïðåäåëåíèÿ h(x) è l(x) âûòåêàåò
Ïðåäëîæåíèå 2.6. Åñëè x = uv, ãäå h(u), h(v) < h(x), òî

h(x) = max{h(u), h(v)}+ 1; (4)
l(x) = l(u) + l(v). (5)

2.5. Îòíîøåíèå ïîä÷èíåííîñòè. Ââåäåì ÷àñòè÷íóþ
óïîðÿäî÷åííîñòü íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ ïðàâèëüíîãî
ïîäãðóïïîèäà G. Ïóñòü x, y ∈ G. Ñêàæåì, ÷òî y íåïîñðåäñòâåííî
ïîä÷èíåí x, åñëè y 6= x è x = yz èëè x = zy. Åñëè y è x íå
ïåðåñòàíîâî÷íû, òî ñíàáäèì ýëåìåíò y ìåòêîé "ëåâûé"â ñëó÷àå
ðàçëîæåíèÿ x = yz è ìåòêîé "ïðàâûé"â ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ x = zy.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ G ñóùåñòâóåò íå áîëåå
äâóõ íåïîñðåäñòâåííî ïîä÷èíåííûõ åìó ýëåìåíòîâ.
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Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî y ïîä÷èíåí x, è ïèñàòü y 6 x,
åñëè ëèáî y = x, ëèáî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x = x1, . . . , xn = y, â êîòîðîé êàæäûé ñëåäóþùèé ýëåìåíò
íåïîñðåäñòâåííî ïîä÷èíåí ïðåäûäóùåìó.

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, åñëè G1 � ïîäãðóïïîèä
ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G, x, y ∈ G1 è y ïîä÷èíåí x â G1, òî
y ïîä÷èíåí x â G.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.6 ñëåäóåò
Ïðåäëîæåíèå 2.7. Åñëè y 6 x, y 6= x, òî

h(y) < h(x), l(y) < l(x).

Ñëåäñòâèå. Äëÿ êàæäîãî x ∈ G ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ,
ïîä÷èíåííûõ x, êîíå÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ïîä÷èíåííîñòè íå èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â ãðóïïîèäå. Íàïðèìåð,
ðàññìîòðèì â ñâîáîäíîì ãðóïïîèäå G[a, b, c] ýëåìåíòû
a, ab, ac, (ab)c. Íà íèõ èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîä÷èíåííîñòü:
a < ab; a < ac; ab < (ab)c, íî íåò ïîä÷èíåííîñòè ac < (ab)c.
Òàêèì îáðàçîì ïî îòíîøåíèþ ïîä÷èíåííîñòè G[a, b, c] íå ÿâëÿåòñÿ
óïîðÿäî÷åííûì ãðóïïîèäîì â ñìûñëå ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ
ýòîãî ñâîéñòâà.

Çàìåòèì, òàêæå, ÷òî ïî ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêàì, çàäàâàåìûì
âûñîòàìè èëè äëèíàìè ýëåìåíòîâ, ïðàâèëüíûå ãðóïïîèäû
ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè, ïîñêîëüêó ýòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ: åñëè h(a) ≤ h(b) òî h(ac) ≤ h(bc), h(ca) ≤
h(cb) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà c, è àíàëîãè÷íî äëÿ äëèí.

2.6. Ïîäìíîæåñòâà Xy. Åñëè X � áàçà ïðàâèëüíîãî
ïîäãðóïïîèäà G, òî îáîçíà÷èì äëÿ êàæäîãî x ∈ G:

Xy := {x ∈ X | x 6 y} (6)
Ïî îïðåäåëåíèþ, Xy ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ïîäìíîæåñòâîì Z â
X òàêèì, ÷òî y ∈ G[Z]. Íàçîâåì Xy ⊂ X ïîðîæäàþùèì ïîäáàçèñîì
ýëåìåíòà y ∈ G.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò
Ïðåäëîæåíèå 2.8. Åñëè y = uv, òî Xy = Xu ∪Xv.
Ïðåäëîæåíèå 2.9. Ïóñòü G[X] � ïîäãðóïïîèä ïðàâèëüíîãî
ãðóïïîèäà G, y ∈ G[X] è x ∈ Xy, x 6= y. Òîãäà l(y) > l(x).

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7, ïîñêîëüêó x 6 y.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G[X] è G[Y ] ñóòü ïîäãðóïïîèäû ïðàâèëüíîãî
ãðóïïîèäà. Òîãäà, åñëè x ∈ X ∩G[Y ] è y ∈ Y ∩G[X], x 6= y, òî íå
ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî x ∈ Xy è y ∈ Yx.

Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áûëî áû l(x) > l(y) è l(y) >
l(x).
Ïðåäëîæåíèå 2.10. Åñëè G[X] ïîäãðóïïîèä ïðàâèëüíîãî
ãðóïïîèäà, òî äëÿ ëþáîãî y ∈ G[X] èìååì

l(y) >
∑
x∈Xy

l(x). (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî âûñîòå hX(y). Ïðè hX(y) = 1, ò.å.
ïðè y ∈ X, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü hX(y) = n > 1. Òîãäà y =
uv, ãäå u, v ∈ G[X], hX(u), hX(v) < n. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
l(u) >

∑
x∈Xu

l(x), l(v) >
∑

x∈Xv
l(x). Îòñþäà, òàê êàê l(y) = l(u) +

l(v) è Xy = Xu ∪Xv, ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (7). ¤
Ñëåäñòâèå 1. l(y) > #Xy.
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè #Xy > 1 òî l(y) > l(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Xy.
Ïðåäëîæåíèå 2.11. Åñëè G[X] � ïðàâèëüíûé ãðóïïîèä ñ áàçîé
X, òî äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ X ′, X ′′ ìíîæåñòâà X èìååì :

G[X ′] ∩G[X ′′] = G[X ′ ∩X ′′].

Â ñàìîì äåëå, î÷åâèäíî, G[X ′ ∩ X ′′] ⊂ G[X ′] ∩ G[X ′′]. Îáðàòíî,
åñëè y ∈ G[X ′] ∩ G[X ′′], òî Xy ⊂ X ′ è Xy ⊂ X ′′. Ñëåäîâàòåëüíî,
y ∈ G[X ′ ∩X ′′]. ¤

2.7. Ïîëíûå è ñèëüíûå ïîäãðóïïîèäû.
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïîäãðóïïîèä G[Y ] ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà
G[X] ïîëíûì, åñëè G[Y ] 6⊂ G[X ′] äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî
ïîäìíîæåñòâà X ′ ⊂ X. Íàçîâåì G[Y ] ñèëüíî ïîëíûì â G[X], åñëè
Xa ∩Xb 6= ∅ õîòÿ áû äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ Y , a 6= b.
Ïðåäëîæåíèå 2.12. Ïîäãðóïïîèä G[Y ] ïðàâèëüíîãî ïîäãðóïïîèäà
G[X] ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì åñëè è òîëüêî åñëè X =

⋃
y∈Y Xy.

Ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïîðîæäàþùèõ
ïîäáàçèñîâ Xy.
Ïðåäëîæåíèå 2.13. Åñëè G[Y ] � ïîëíûé ïîäãðóïïîèä
ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G[X], è r(G[X]) < r(G[Y ]), òî G[Y ]
� ñèëüíî ïîëíûé.
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Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ïî óñëîâèþ #X < #Y , òî õîòÿ áû äâà èç
ïîäìíîæåñòâ Xy èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.14. Åñëè G[X] � ïîäãðóïïîèä êîíå÷íîãî ðàíãà
ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà, è G[Y ] ⊂ G[X] � ïîëíûé ïîäãðóïïîèä, òî

∑
y∈Y

l(y) >
∑
x∈X

l(x). (8)

Åñëè ïðè ýòîì G[Y ] � ñèëüíî ïîëíûé ïîäãðóïïîèä â G[X], òî
íåðàâåíñòâî (8) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.10 ñëåäóåò l(y) >
∑

x∈Xy
l(x)

äëÿ ëþáîãî y ∈ Y . Çíà÷èò,
∑
y∈Y

l(y) >
∑
y∈Y

∑
x∈Xy

l(x).

Òàê êàê â ñèëó ïîëíîòû X = ∪y∈Y Xy, òî
∑
y∈Y

∑
x∈Xy

l(x) >
∑
x∈X

l(x),

ïðè÷åì â ñëó÷àå ñèëüíî ïîëíîãî ïîäãðóïïîèäó ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì. ¤

2.8. Óñëîâèå îáðûâà öåïî÷åê ïîäãðóïïîèäîâ. Ïóñòü
G[X1] ⊂ . . . ⊂ G[Xn] ⊂ . . . (9)

� ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà ïîäãðóïïîèäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà â
ïðàâèëüíîì ãðóïïîèäå.

Ïðåäëîæåíèå 2.15. Åñëè äëÿ êàæäîãî n ãðóïïîèä G[Xn]
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ïîëíûì â G[Xn+1], òî öåïî÷êà (9) îáðûâàåòñÿ
íà êîíå÷íîì øàãó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.14
∑
x∈Xn

l(x) >
∑

x∈Xn+1

l(x), n = 1, 2, . . . (10)

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà äëèí ýëåìåíòîâ x ∈ Xn ñòðîãî óáûâàåò ïðè
âîçðàñòàíèè n. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå. ¤

Ïðåäëîæåíèå 2.16. Åñëè äëÿ êàæäîãî n ãðóïïîèä G[Xn]
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â G[Xn+1], è r(Xn+1) 6 r(Xn), òî öåïî÷êà (9)
îáðûâàåòñÿ íà êîíå÷íîì øàãó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (10). Åñëè
G[Xn] ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ïîëíûì â G[Xn+1], òî (10) ñëåäóåò èç
ïðåäëîæåíèÿ 2.14. Åñëè G[Xn] íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ïîëíûì â
G[Xn+1], òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.13 âûïîëíÿåòñÿ r(G[Xn+1]) =
r(G[Xn]). Ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà #Yx = 1 äëÿ
âñåõ x ∈ Xn, ãäå Y = Yn+1; èíûìè ñëîâàìè Yx = {yx}. Ïðè ýòîì
l(x) > l(yx). Ñëó÷àé, êîãäà x = yx äëÿ âñåõ x ∈ Xn, èñêëþ÷àåòñÿ,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå áûëî áû G[Xn] = G[Xn+1]. Çíà÷èò, l(x) > l(yx)
õîòÿ áû äëÿ îäíîãî x ∈ Xn, à ïîòîìó

∑
x∈Xn

l(x) >
∑

x∈Xn+1
l(x). ¤

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ (íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãî)
öåïî÷êà ïîäãðóïïîèäîâ ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà, â êîòîðîé ðàíãè íå
âîçðàñòàþò, ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà êîíå÷íîì øàãå.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàëà áû ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
öåïî÷êà 9 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 2.16.
Äåéñòâèòåëüíî. Åñëè Gn = G[Xn] íå ïîëîí â Gn+1 = G[Xn+1], òî
çàìåíèì Gn+1 íà G′

n+1 = G[X ′
n+1], ãäå X ′

n+1 = ∪x∈Xn(Xn+1)x. Ïðè
òàêîé çàìåíå íå âîçìîæíî ðàâåíñòâî Gn = G′

n+1 ïîñêîëüêó òîãäà (â
ñèëó åäèíñòâåííîñòè áàçèñà ó êàæäîãî ïîäãðóïïîèäà ïðàâèëüíîãî
ãðóïïîèäà) Xn = X ′

n+1, X ′
n+1 ⊂ Xn+1, è ñëåäîâàòåëüíî,

#Xn < #Xn+1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ íåâîçðàñòàíèÿ ðàíãîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü öåïî÷êó G′

n, n = 1, ...,
ãäå G′

n ⊂ Gn, è êàæäûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ïîäãðóïïîèäîì
â ïîñëåäóþùåì, êîòîðàÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ âìåñòå ñ èñõîäíîé
öåïî÷êîé.

2.9. Ñõåìû ðàçëîæåíèÿ. Ñâÿæåì ñ êàæäûì ýëåìåíòîì x
ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G êîíå÷íûé íàïðàâëåííûé ãðàô S(x) òèïà
äåðåâà, êîòîðûé íàçîâåì ñõåìîé ðàçëîæåíèÿ x (èëè, êîðî÷å, ïðîñòî
ñõåìîé x). Åãî âåðøèíó, â êîòîðóþ ðåáðà íå âõîäÿò, íàçîâåì êîðíåì,
à âåðøèíû, èç êîòîðûõ ðåáðà íå âûõîäÿò, � ëèñòüÿìè.

Îïðåäåëèì S(x) èíäóêöèåé ïî âûñîòå h(x) îòíîñèòåëüíî áàçû
X ãðóïïîèäà G. Åñëè h(x) = 1, ò.å. x ∈ X, òî ïî îïðåäåëåíèþ,
S(x) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, ÿâëÿþùåéñÿ îäíîâðåìåííî è êîðíåì
è ëèñòîì. Åñëè h(x) = n > 1, òî ïðåäñòàâèì x â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
x = uv, ãäå h(u), h(v) < n. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñõåìà S(x)
ïîëó÷àåòñÿ èç ñõåì S(u) è S(v) äîáàâëåíèåì îäíîé âåðøèíû (êîðíÿ
ñõåìû S(x)) è äâóõ ðåáåð, èäóùèõ îò ýòîãî êîðíÿ ê êîðíÿì ñõåì
S(u) è S(v).

Åñëè ýëåìåíòû u è v íå ïåðåñòàíîâî÷íû, òî ýòè ðåáðà ñíàáæàþòñÿ
ìåòêàìè "ëåâûé"è "ïðàâûé"(ë. è ï.).
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Â òåðìèíàõ ñõåì âûñîòà h(x) ýëåìåíòà x ðàâíà ìàêñèìàëüíîìó
÷èñëó ÿðóñîâ ñõåìû S(x), à äëèíà l(x) � ÷èñëó ëèñòüåâ.
Ïðèìåð. Íà ðèñóíêàõ 1, 2 è 3 èçîáðàæåíû, ñîîòâåòñòâåííî,
ñõåìû ýëåìåíòîâ (x1x2)(x3x4), (x1(x2x3))x4, x1((x2x3)x4), ãäå xi �
ïðîèçâîëüíûå, íå îáÿçàòåëüíî ïîïàðíî ðàçëè÷íûå, ýëåìåíòû áàçû
ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà.
Ïðèìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå ñõåìû ñîõðàíÿåò ñìûñë ïðè çàìåíå
áàçû X ëþáûì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì X ′. Ðàçóìååòñÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìû çàâèñÿò îò âûáîðà X ′.
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2.10. Ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ïîäãðóïïîèäîâ.
Òåîðåìà 1. Ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóïïîèäîâ G[X] è G[Y ] ïðàâèëüíîãî
ãðóïïîèäà èìååò âèä
G[X] ∩G[Y ] = G(X ′ ∪ Y ′), ãäå X ′ = X ∩G[Y ], Y ′ = Y ∩G[X].

(11)
Â ÷àñòíîñòè, åñëè X ′ = Y ′ = ∅, òî G[X] ∩G[Y ] = ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì : A = G[X] ∩ G[Y ]; B = G(X ′ ∪ Y ′).
Î÷åâèäíî, B ⊂ A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A 6= B. Òîãäà äëÿ êàæäîãî
u ∈ A \ B èìååì lX(u) > 1, lY (u) > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, u = ab = cd,
a, b ∈ G[X], c, d ∈ G[Y ], ïðè÷åì lX(a), lX(b) < lX(u), lY (c), lY (d) <
lY (u). Âûáåðåì ýëåìåíò u íàèìåíüøåé äëèíû lX(u). Â ñèëó óñëîâèÿ
ïðàâèëüíîñòè, äëÿ íåãî ëèáî a = c, b = d, ëèáî a = d, b = c. Â ëþáîì
ñëó÷àå èç îïðåäåëåíèÿ A ñëåäóåò, ÷òî a, b ∈ A. Èç ìèíèìàëüíîñòè
lX(u) ñëåäóåò, ÷òî a, b ∈ B. Íî òîãäà u ∈ B âîïðåêè îïðåäåëåíèþ
ýëåìåíòà u. Çíà÷èò, A = B. ¤

Íàïîìíèì, ÷òî îáúåäèíåíèåì èëè ñóììîé äâóõ ïîäãðóïïîèäîâ
G1 è G2 ãðóïïîèäà G íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé ïîäãðóïïîèä,
ñîäåðæàùèé G1 è G2. Îí îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç G1 ∨G2.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî G[X] ∨G[Y ] = G(X ∪ Y ).
Ïóñòü G1 = G[X], G2 = G[Y ] � ïîäãðóïïîèäû êîíå÷íîãî ðàíãà

ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà, è ïóñòü G1 ∨G2 = G[Z]; òîãäà Z ⊂ X ∪ Y .

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ X ′ ⊂ X ∩G[Y ] è Y ′ ⊂ Y ∩
G[X]

Z ⊂ (X \X ′) ∪ (Y \ Y ′) ∪ (X ′ ∩ Y ′). (12)
Ñëåäîâàòåëüíî,

G(X ∪ Y ) = G((X \X ′) ∪ (Y \ Y ′) ∪ (X ′ ∩ Y ′)). (13)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì : X \X ′ = X∗, Y ′ \X ′ = Q. Âíà÷àëå
äîêàæåì, ÷òî

y ∈ G(X∗ ∪ (Y \ {y})) äëÿ ëþáîãî y ∈ Q. (14)

Ïóñòü y ∈ Q è x ∈ Xy ∩ X ′. Òàê êàê x 6= y, òî ïî ñëåäñòâèþ
ïðåäëîæåíèÿ 2.9 y /∈ Yx, ò.å. x ∈ G[Y \ {y}]. Ñëåäîâàòåëüíî, Xy ∩
X ′ ⊂ G[Y \ {y}]. Îòñþäà, ïîñêîëüêó Xy ⊂ (Xy ∩X ′)∪X∗, ïîëó÷àåì

Xy ⊂ G(X∗ ∪ (Y \ {y})) äëÿ ëþáîãî y ∈ Q.

Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî (14). Èç äîêàçàííîé ôîðìóëû (14) ñëåäóåò,
÷òî G[Y ] ⊂ G(X∗ ∪ (Y \ {y})) äëÿ ëþáîãî y ∈ Q. Íî òîãäà, òàê êàê
X ′ ⊂ G[Y ], èìååì òàêæå G[X] ⊂ G(X∗ ∪ (Y \ {y})). Çíà÷èò,

G(X ∪ Y ) = G(X∗ ∪ (Y \ {y})) äëÿ ëþáîãî y ∈ Q,

îòêóäà Z ⊂ X∗ ∪ (Y \ {y}) äëÿ ëþáîãî y ∈ Q, à ïîòîìó Z ⊂ X∗ ∪
(Y \Q). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

X∗ ∪ (Y \Q) = (X \X ′) ∪ (Y \ Y ′) ∪ (X ′ ∩ Y ′).

Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå.
G(X ∪ Y ) = G((X \X ′) ∪ Y ) = G(X ∪ (Y \ Y ′))

= G((X \X ′) ∪ (Y \ Y ′) ∪ (X ∩ Y )),

ãäå X ′ = X ∩G[Y ], Y ′ = Y ∩G[X].

Çàìå÷àíèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, áàçèñ ïîäãðóïïîèäà G1 ∧ G2 íå
ñîäåðæèòñÿ â áàçèñå ïîäãðóïïîèäà G1 ∨ G2. Íàïðèìåð, ïóñòü
G1 = G[x, y], G2 = G[xy, z] � ïîäãðóïïîèäû ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà
G[x, y, z]. Â ýòîì ñëó÷àå G1 ∧G2 = G[xy], G1 ∨G2 = G[x, y, z].

Ïðåäëîæåíèå 2.17. Åñëè A = G[X], B = G[Y ] � ïîäãðóïïîèäû
êîíå÷íîãî ðàíãà ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G, íå ñîäåðæàùèåñÿ îäèí
â äðóãîì, òî

r(A ∧B) 6 r(A) + r(B)− 2 (15)
Åñëè G � èäåìïîòåíòíûé ãðóïïîèä, òî ñïðàâåäëèâî áîëåå ñèëüíîå
íåðàâåíñòâî :

r(A ∧B) 6 r(A) + r(B)− 3 (16)
Ñóùåñòâóþò ïîäãðóïïîèäû ïðîèçâîëüíûõ ðàíãîâ, äëÿ êîòîðûõ
íåðàâåíñòâà (15) è (16) ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z � áàçèñ ïîäãðóïïîèäà A ∧ B. Ïî
òåîðåìå 1, Z ⊂ X ∪ Y . Çíà÷èò, åñëè #Z > (#X + #Y − 1),
òî ëèáî Z ⊃ X, ëèáî Z ⊃ Y , ò.å., âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ,
îäèí èç ïîäãðóïïîèäîâ A, B ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì. Ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò, ÷òî #Z 6 (#X + #Y − 2), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ (15).

Äîêàæåì, ÷òî åñëè G � èäåìïîòåíòíûé ãðóïïîèä, òî #Z 6=
(#X + #Y − 2). Â ñàìîì äåëå, åñëè #Z = (#X + #Y − 2), òî,
â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 1, Z = X ′∪Y ′, X = X ′∪{a}, Y = Y ′∪{b},
ãäå a, b /∈ A ∩B.

Ïóñòü x ∈ X. Òàê êàê Z � áàçèñ, òî Yx íå ñîäåðæèòñÿ â Y ′, à
ïîòîìó b ∈ Yx. Ñëó÷àé Yx = {b} íåâîçìîæåí, òàê êàê, â ñèëó óñëîâèÿ
èäåìïîòåíòíîñòè, òîãäà áûëî áû x = b. Çíà÷èò, Yx ñîäåðæèò, êðîìå
b, õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò yx ∈ Y ′. Íî òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.10,
l(x) > l(yx). Àíàëîãè÷íî, äëÿ yx ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x′ ∈ X ′, äëÿ
êîòîðîãî l(yx) > l(x′). Èòàê, äëÿ êàæäîãî x ∈ X ′ ñóùåñòâóåò x′ ∈
X ′, äëÿ êîòîðîãî l(x) > l(x′). Ýòî íåâîçìîæíî ââèäó êîíå÷íîñòè
X ′. Íåðàâåíñòâî (16) äîêàçàíî. ¤

Íèæå ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû ïîäãðóïïîèäîâ ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà,
äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâà (15) è (16) ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü G[x, y] � ñâîáîäíûé ãðóïïîèä,

X = {x1, y2, . . . , ym}, Y = {y1, x2, . . . , xn}, ãäå
x1 = x, y1 = y, xk+1 = xkx, yk+1 = yky.
Ìíîæåñòâà X è Y ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè â ïîðîæäåííûõ èìè

ïîäãðóïïîèäàõ A è B. Áàçèñîì ïîäãðóïïîèäà A ∩ B ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî Z = {x2, . . . , xn, y1, . . . , ym}. Òàêèì îáðàçîì, r(A) = m,
r(B) = n è r(A ∩B) = m + n− 2.
Ïðèìåð 2. Ïóñòü G[x, y, z] � ñâîáîäíûé èäåìïîòåíòíûé ãðóïïîèä,

X = {x, y, u1 . . . , un−2}, Y = {v1, . . . , vm−1, z},
ãäå u1 = (xy)z, ui+1 = uiz äëÿ i = 1, . . . , n − 2; v1 = xy, vi+1 =

viy äëÿ i = 1, . . . , m − 1. Ìíîæåñòâà X è Y ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè â
ïîðîæäåííûõ èìè ïîäãðóïïîèäàõ A è B. Áàçèñîì ïîäãðóïïîèäà
A ∩ B ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Z = {u1, . . . , un−2, v1, . . . , vm−1}. Òàêèì
îáðàçîì, r(A) = n, r(B) = m è r(A ∩B) = m + n− 3.
Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3, ñóùåñòâóþò ïîäãðóïïîèäû
A è B ïðîèçâîëüíûõ ðàíãîâ m è n òàêèå, ÷òî A ⊂ B.
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3. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà ïðàâèëüíûõ
ãðóïïîèäàõ

3.1. Ðåøåòêè ïîäãðóïïîèäîâ ïðàâèëüíûõ ãðóïïîèäîâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L = L(G) ñîâîêóïíîñòü ïîäãðóïïîèäîâ êîíå÷íîãî
ðàíãà ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G. Ìíîæåñòâî L îáðàçóåò ðåøåòêó
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñóììû (îáúåäèíåíèÿ) ∨ è ïðîèçâåäåíèÿ
(ïåðåñå÷åíèÿ) ∧, ââåäåííûõ â ï. 2.10. Ñîãëàñíî ï. 2.10, åñëè G1 =
G[X], G2 = G[Y ], òî G1 ∨ G2 = G(X ∪ Y ), G1 ∧ G2 = G[Z], ãäå
Z ⊂ (X ∩ G[Y ]) ∪ (Y ∩ G[X]). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèè ñóììû è
ïðîèçâåäåíèÿ íàä ïîäãðóïïîèäàìè G1 è G2 ñâîäÿòñÿ ê îïåðàöèÿì
íàä èõ áàçàìè.
Òåîðåìà 3. Ðàíãè ïîäãðóïïîèäîâ G1, G2, G1∧G2 è G1∨G2 ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

r(G1 ∧G2) + r(G1 ∨G2) 6 r(G1) + r(G2). (17)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G1 = G[X], G2 = G[Y ], G1 ∧ G2 = G[Z].
Ïîñêîëüêó Z ⊂ (X ∩ G[Y ]) ∪ (Y ∩ G[X]), ïðåäñòàâèì Z â âèäå
äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ Z = X ′ ∪ Y ′, ãäå X ′ ⊂ X ∩ G[Y ] è
Y ′ ⊂ Y ∩G[X]. Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 èìååì:

G1 ∨G2 = G(X ∪ Y ) = G((X \X ′) ∪ (Y \ Y ′)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
r(G1 ∨G2) 6 #[(X \X ′) ∪ (Y \ Y ′)].

Òàê êàê
#[(X \X ′) ∪ (Y \ Y ′)] 6 (#X) + (#Y )− (#(X ′ ∪ Y ′)),

òî r(G1 ∨G2) 6 r(G1) + r(G2)− r(G1 ∧G2). ¤
Ðåøåòêà L "íå ãåîìåòðè÷íà", ïîñêîëüêó íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå

ãîâîðÿ, íè ìîäóëÿðíîé, íè ïîëóìîäóëÿðíîé. Íàïðèìåð, â
ñâîáîäíîì èäåìïîòåíòíîì ãðóïïîèäå G[x, y] îäíîýëåìåíòíûå
ïîäãðóïïîèäû G1 = G[x] è G2 = G[y] ïîêðûâàþò ïîäãðóïïîèä G3 =
∅. Îäíàêî, èõ îáúåäèíåíèå G[x, y] íå ïîêðûâàåò G1 è G2. Íàïðèìåð,
ïîäãðóïïîèä G[x, xy] ñîäåðæèò G1 è ñîäåðæèòñÿ â G[x, y].
3.2. Ïëîñêèå ïîäãðóïïîèäû. Ââåäåì ñåìåéñòâî L
ïîäãðóïïîèäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà, êîòîðûå, êàê áóäåò óñòàíîâëåíî
ïîçäíåå, îáðàçóþò ïîëóìîäóëÿðíóþ ðåøåòêó.
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïîäãðóïïîèä A êîíå÷íîãî ðàíãà r
ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G ïëîñêèì, åñëè â G íå ñóùåñòâóåò
ïîäãðóïïîèäîâ ðàíãà r1 6 r, ñòðîãî ñîäåðæàùèõ G.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò
Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè G1, G2 � ïëîñêèå ïîäãðóïïîèäû ëþáîãî
ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G, è G1 ⊂ G2, òî

1) r(G1) 6 r(G2),
2) åñëè r(G1) = r(G2), òî G1 = G2.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Åñëè G = G[X] � ïðàâèëüíûé ãðóïïîèä
êîíå÷íîãî ðàíãà r, òî

1) âñå ïîäãðóïïîèäû âèäà G[X ′], ãäå X ′ ⊂ X, ÿâëÿþòñÿ
ïëîñêèìè;

2) G[X] � åäèíñòâåííûé ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä ðàíãà r;
3) íå ñóùåñòâóåò ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ ðàíãà r1 > r.

Çàìå÷àíèå. Ïëîñêèìè ïîäãðóïïîèäàìè G[X ′], ãäå X ′ ⊂ X, íå
èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå ïëîñêèå ïîäãðóïïîèäû â G[X]. Íàïðèìåð,
ïîäãðóïïîèä G[x, yz] ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ïîäãðóïïîèäîì ñâîáîäíîãî
ãðóïïîèäà G[x, y, z].

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G[X] � ïîäãðóïïîèä êîíå÷íîãî ðàíãà
ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G. Ñêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïîèä G[Y ]
íàêðûâàåò G[X], åñëè G[X] � ïîëíûé ñòðîãî âëîæåííûé â G[Y ]
ïîäãðóïïîèä è r(G[X]) > r(G[Y ]).
Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïîäãðóïïîèä G[X] ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà â G íå
ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïîèäà G[Y ], íàêðûâàþùåãî G[X].
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Îáðàòíî, äîêàæåì,
÷òî äëÿ íåïëîñêîãî ïîäãðóïïîèäà G[X] ñóùåñòâóåò íàêðûâàþùèé
ïîäãðóïïîèä G[Y ]. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, â G ñóùåñòâóåò
ïîäãðóïïîèä G[Y ] ðàíãà r1 6 r(G[X]), ñòðîãî ñîäåðæàùèé
G[X]. Ïóñòü Y ′ ⊂ Y � íàèìåíüøåå ïîäìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî
G[X] ⊂ G[Y ′]. Òîãäà G[X] � ïîëíûé ïîäãðóïïîèä â G[Y ′]. Åñëè
G[X] = G[Y ′], òî X = Y ′ è, òàê êàê #X > #Y , òî X = Y , è òîãäà,
âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ, G[X] = G[Y ]. Çíà÷èò, G[X] 6= G[Y ′], ò.å.
G[Y ′] íàêðûâàåò G[X]. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. ¤

3.3. Ïëîñêèå îáîëî÷êè ïîäãðóïïîèäîâ.
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïðèâåäåííûì ðàíãîì ïîäãðóïïîèäà G[X]
è îáîçíà÷èì ÷åðåç p(X), íàèìåíüøåå èç ÷èñåë r, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïîèä ðàíãà r, ñîäåðæàùèé G[X].

Î÷åâèäíî, p(X) 6 r(G[X]).
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü G[X] � ïîäãðóïïîèä ïðèâåäåííîãî ðàíãà p(X)
â ïðàâèëüíîì ãðóïïîèäå G. Òîãäà G[X] ñîäåðæèòñÿ, è ïðèòîì â
åäèíñòâåííîì, ïëîñêîì ïîäãðóïïîèäå P = P (X) ðàíãà p(X).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî G[X] ñîäåðæèòñÿ
â íåêîòîðîì ïîäãðóïïîèäå G[Y ] ðàíãà p(X). Ðàññìîòðèì öåïî÷êó
(9), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ 2.16, â êîòîðîé
X1 = Y . Âñå ïîäãðóïïîèäû ýòîé öåïî÷êè èìåþò ðàíã p(X).
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.16, öåïî÷êà îáðûâàåòñÿ íà êîíå÷íîì
øàãó, ò.å. äëÿ ïîñëåäíåãî ãðóïïîèäà P = G[Xn] íå ñóùåñòâóåò
íàêðûâàþùåãî ãðóïïîèäà. Òåì ñàìûì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
ïëîñêîãî ïîäãðóïïîèäà P ⊃ G[X] ðàíãà p(X). Äîêàæåì
åäèíñòâåííîñòü.

Ïóñòü P1 è P2 � ïëîñêèå ïîäãðóïïîèäû ðàíãà p(X), ñîäåðæàùèå
íà G[X], è ïóñòü A = P1∩P2. Òîãäà A ⊃ G[X], à ïîòîìó r(A) > p(X).
Íî r(P1) = r(P2) = p(X). Ðàâåíñòâî P1 = P2 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé
ëåììû.
Ëåììà. Ïóñòü G1 = G[X], G2 = G[Y ], � ïëîñêèå ïîäãðóïïîèäû
ðàíãîâ k è l, ãäå k 6 l, è ïóñòü n � ðàíã èõ ïåðåñå÷åíèÿ A = G1∩G2.
Òîãäà

1) n 6 k;
2) åñëè n = k, òî A = G1, ò.å. G1 ⊂ G2.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè k = l = n, òî G1 = G2.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïîèä B = G(X ∪ Y ).
Èìååì B ⊃ G2 è, ñîãëàñíî òåîðåìå 3, r(B) 6 k + l− n. Åñëè n > k,
òî r(B) 6 l, à ïîòîìó B ñòðîãî ñîäåðæèò ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä G2

ðàíãà l, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, n 6 k. Åñëè n = k, òî r(B) 6 l.
Òàê êàê B ⊃ G2, è r(G2) = l, ýòî âîçìîæíî ëèøü, êîãäà B = G2,
ò.å. êîãäà G1 ⊂ G2. Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, l = k, òî èç âêëþ÷åíèÿ
G1 ⊂ G2 ñëåäóåò, ÷òî G1 = G2. Ëåììà äîêàçàíà, à ñëåäîâàòåëüíî, è
òåîðåìà. ¤
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïîäãðóïïîèä P (X), îïðåäåëåííûé èç
òåîðåìû 4 ïëîñêîé îáîëî÷êîé ïîäãðóïïîèäà G[X] èëè, ïî - äðóãîìó,
ïëîñêèì ïîäãðóïïîèäîì, íàòÿíóòûì íà G[X].
3.4. Ñâîéñòâà ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ.
Òåîðåìà 5. Ëþáîé ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä P ñîäåðæèò âìåñòå ñ
ïîäãðóïïîèäîì G[X] è åãî ïëîñêóþ îáîëî÷êó P (X).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì : r(P (X)) = p(X), r(P ) > p(X). Ïóñòü
A = P (X) ∩ P . Òîãäà A ⊃ G[X]. Ñëåäîâàòåëüíî, r(A) > p(X). Ïî
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ïðåäûäóùåé ëåììå, r(A) 6 r(G[X]). Ñëåäîâàòåëüíî, r(A) = p(X).
Ïîñêîëüêó r(P (X)∩P ) = r(P (X)), òî, ïî òîé æå ëåììå, P (X) ⊂ P ,
÷òî è òðåáîâàëîñü. ¤

Òåîðåìà 6. Ïåðåñå÷åíèå A ïëîñêèõ ãðóïïîèäîâ P1, P2 ðàíãîâ r1 6
r2 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ïîäãðóïïîèäîì ðàíãà r 6 r1. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè r = r1, òî A = P1 ⊂ P2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïëîñêèé
ïîäãðóïïîèä P , íàòÿíóòûé íà A. Ïî òåîðåìå 5 P ⊂ P1 ∩ P2. Íî
P ⊃ A, ñëåäîâàòåëüíî, P = A. Îòñþäà r = r(A) = r(P ) = p(A) 6 r1.
Åñëè r = r1, òî, ñîãëàñíî ïîñëåäíåé ëåììå, P = P1. ¤

Òåîðåìà 7. Åñëè çàäàíû ïîäãðóïïîèäû P1 ⊂ P2 ⊂ P3 è P1 �
ïëîñêèé â P2, à P2 � ïëîñêèé â P3, òî P1 � ïëîñêèé â P3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì : r(P1) 6 r(P2) 6 r(P3). Ïóñòü P �
ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä â P3, íàòÿíóòûé íà P1. Òîãäà r(P ) 6
r(P1). Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, P2 ∩ P ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì
ïîäãðóïïîèäîì â P3. Òàê êàê r(P ) 6 r(P2), òî r(P2 ∩ P ) 6 r(P ) 6
r(P1). Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ïëîñêîãî ïîäãðóïïîèäà ñëåäóåò,
÷òî P2 ∩ P = P1, à ïîòîìó r(P2 ∩ P ) = r(P1). Íî òîãäà r(P2) ∩ P =
r(P ) è, â ñèëó òåîðåìû 6, P ⊂ P2. Çíà÷èò, P = P1. ¤

Ïðèâåäåì êðèòåðèé òîãî, ÷òî ïîäãðóïïîèä ïëîñêèé.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü G[Y ] � ïîäãðóïïîèä êîíå÷íîãî ðàíãà
n ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G[X]. Åñëè ïîäìíîæåñòâà Xy, y ∈ Y ,
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è l(y) = #Xy äëÿ âñåõ y ∈ Y , òî
ïîäãðóïïîèä G[Y ] ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: G[Y ] ñòðîãî
ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïîèäå G[Z] ðàíãà r 6 n. Ðàññìîòðèì
ïîäìíîæåñòâà Zy ⊂ Z, y ∈ Y . Èìååì: Xy =

⋃
z∈Zy

Xz ;
ñëåäîâàòåëüíî, åñëè õîòÿ áû äâà ïîäìíîæåñòâà Zy ïåðåñåêàþòñÿ,
òî ïåðåñåêàþòñÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâà Xy, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîäìíîæåñòâà Zy íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Íî òîãäà, òàê êàê r 6 n, ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè
r = n. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ïîäìíîæåñòâà Zy � îäíîýëåìåíòíûå, ò.å.
Zy = {zy}, zy ∈ Z, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå y → zy ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé
Y → Z, zy ∈ Z. Òîãäà zy 6= y õîòÿ áû äëÿ îäíîãî y ∈ Y , òàê êàê â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðóïïîèäû G[Y ] è G[Z] ñîâïàäàþò. Åñëè zy 6= y,
òî l(y) > l(zy). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Xy = Xzy . Ïîýòîìó, òàê êàê
l(zy) > #Xzy , òî l(y) > #Xy, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. ¤
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3.5. Ðåøåòêè ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L =
L(G) ñîâîêóïíîñòü ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà
G. Ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ åñòü ïëîñêèé
ïîäãðóïïîèä, íà L îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà ðåøåòêè ïî âêëþ÷åíèþ:
ïðîèçâåäåíèå G1 ∧ G2 ïîäãðóïïîèäîâ G1 = G[X] è G2 = G[Y ]
îïðåäåëåíî òàê æå, êàê è â ðåøåòêå L, à èõ ñóììà G1 ∨ G2 åñòü
ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä, íàòÿíóòûé íà ïîäãðóïïîèä G(X ∪ Y ).

Ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèÿ ñóììû íà L è L íå ñîâïàäàþò, òî L íå
ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîé â L.
Òåîðåìà 8. Ðàíãè ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ G1, G2, G1∧G2 è G1∨G2

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (17).
Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîãî íåðàâåíñòâà â ðåøåòêå

L, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ðàíã ñóììû ïîäãðóïïîèäîâ â ðåøåòêå L íå
ïðåâîñõîäèò ðàíãà èõ ñóììû â ðåøåòêå L.
Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä G1 ïîêðûâàåò
ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä G2, åñëè G2 ⊂ G1 è r(G1) = r(G2) + 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ ñëåäóåò, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ Z, îòëè÷íûõ îò G1 è G2 òàêèõ
÷òî G2 ⊂ Z ⊂ G1. Ïîýòîìó ââåäåííîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñîâàíî ñ
îïðåäåëåíèåì ïîêðûòèÿ â òåîðèè ðåøåòîê.
Ïðåäëîæåíèå 3.5. Åñëè G1 � ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä ãðóïïîèäà
G è r(G1) < r(G), òî ñóùåñòâóåò ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä G2,
ïîêðûâàþùèé G1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G1 = G[X] è r(G1) = n. Ïî óñëîâèþ
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ G \ G1. Ïóñòü P = P (X ∪ {a}) � ïëîñêèé
ïîäãðóïïîèä, íàòÿíóòûé íà G(X ∪ {a}). Òîãäà r(P ) 6 n + 1. Òàê
êàê G1 íå ìîæåò ñòðîãî ñîäåðæàòüñÿ â ïîäãðóïïîèäå ðàíãà r 6 n,
òî ñëó÷àé r(P ) 6 n èñêëþ÷àåòñÿ. Çíà÷èò, r(P ) = n + 1. ¤
Ïðåäëîæåíèå 3.6. Åñëè íà ðåøåòêå L ïëîñêèå ïîäãðóïïîèäû G1

è G2, G1 6= G2 ïîêðûâàþò ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä G, òî G1 ∨ G2

ïîêðûâàåò G1 è G2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r(G) = n; òîãäà r(G1) = r(G2) = n + 1. Èç
òåîðåìû 8 ñëåäóåò: r(G1 ∨G2) 6 n + 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê
G1 6= G2, ïîäãðóïïîèä G1 ∨G2 ñòðîãî ñîäåðæèò G1 è G2, à ïîòîìó
r(G1 ∨G2) > n + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, r(G1 ∨G2) = n + 2. ¤

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.6 è îïðåäåëåíèÿ ïîëóìîäóëÿðíîñòè ñëåäóåò:
Òåîðåìà 9. Ðåøåòêà L ïîëóìîäóëÿðíà.
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∅

G[x]

G[x, yz] G[y, xz]

G[x, y, z]

Ðèñ. 4.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåòêà L ìîæåò íå áûòü ìîäóëÿðíîé. Íàïðèìåð,
ðåøåòêà L, ñâÿçàííàÿ ñî ñâîáîäíûì ãðóïïîèäîì G[x, y, z], ñîäåðæèò
ïîäðåøåòêó, èçîáðàæåííóþ íà Ðèñ. 4.

Ìåæäó òåì, ìîäóëÿðíûå ðåøåòêè ïîäðåøåòêàìè òàêîãî âèäà íå
îáëàäàþò.

3.6. Ïðèìåð: ðåøåòêà ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ ñâîáîäíîãî
èäåìïîòåíòîãî ãðóïïîèäà ðàíãà ÷åòûðå. Ðåøåòêà ïëîñêèõ
ïîäãðóïïîèäîâ ñâîáîäíîãî èäåìïîòåíòîãî ãðóïïîèäà G ðàíãà 4
ñîñòîèò èç ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ ðàíãà 1, ðàíãà 2 è ðàíãà 3.
Åñòåñòâåííî íàçûâàòü èõ, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êàìè, ïðÿìûìè è
ïëîñêîñòÿìè. Âñå ïîäãðóïïîèäû ðàíãà 1 ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè è
ñîâïàäàþò ñ îäíîòî÷å÷íûìè ïîäìíîæåñòâàìè â G (ïî óñëîâèþ
èäåìïîòåíòíîñòè: xx = x äëÿ ëþáîãî x ∈ G). Åäèíñòâåííûì
ïëîñêèì ïîäãðóïïîèäîì ðàíãà 4 ÿâëÿåòñÿ ñàì ãðóïïîèä G.

Íà êàæäîé ïðÿìîé è êàæäîé ïëîñêîñòè ôèêñèðîâàíû,
ñîîòâåòñòâåííî, 2 è 3 òî÷êè: áàçû ýòèõ ïîäãðóïïîèäîâ.

×åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ; ÷åðåç
ëþáûå òðè òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäèò
ðîâíî îäíà ïëîñêîñòü.

Ëþáûå äâå ïðÿìûå ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå, ëèáî ñîâïàäàþò. Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå a, òî a ïðèíàäëåæèò áàçå õîòÿ áû îäíîé èç ýòèõ
ïðÿìûõ.

Ïëîñêîñòü èìååò íå áîëåå îäíîé îáùåé òî÷êè ñ ïðÿìîé, íå
ëåæàùåé â ýòîé ïëîñêîñòè.

Äâå ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé (âîçìîæíû
âñå òðè ñëó÷àÿ).

Åñëè òî÷êè a, b, c îáðàçóþò áàçó ïëîñêîñòè, òî ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå èç íèõ, èìååò èõ â êà÷åñòâå ñâîåé áàçû.
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Åñëè ïðÿìàÿ l íà ïëîñêîñòè ïåðåñåêàåò ïðÿìûå a, b è a, c, òî òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþò áàçó ïðÿìîé l. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l íå
ìîæåò ïåðåñåêàòü b, c.
3.7. Ïîëóïëîñêèå ïîäãðóïïîèäû. Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî
ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä ñîäåðæèò âìåñòå ñ ëþáûì êîíå÷íûì íàáîðîì
ýëåìåíòîâ íàòÿíóòûé íà íèõ ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä. Îáðàòíî, åñëè
ïîäãðóïïîèä G[X] êîíå÷íîãî ðàíãà ñîäåðæèò âìåñòå ñ êàæäûì
êîíå÷íûì íàáîðîì òî÷åê íàòÿíóòûé íà íèõ ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä,
òî îí ïëîñêèé.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü P (X) � ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä, íàòÿíóòûé
íà X. Ïî óñëîâèþ, P (X) ⊂ G(X). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó
X ⊂ P (X), òî G(X) ⊂ P (X). Çíà÷èò, P (X) = G(X).

Ââåäåì ñåìåéñòâà ïîäãðóïïîèäîâ, ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäó
ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäãðóïïîèäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà è ñåìåéñòâîì
ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ.
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïîäãðóïïîèä G[X] êîíå÷íîãî ðàíãà
ïîëóïëîñêèì ðîäà k, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè k ýëåìåíòàìè îí
ñîäåðæèò è íàòÿíóòûé íà íèõ ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä.

Â ñèëó ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, åñëè G[X] � ïîëóïëîñêèé ïîäãðóïïîèä
ðîäà k, òî âñå ïîäãðóïïîèäû G[X ′], X ′ ⊂ X, ãäå #X ′ 6 k, ÿâëÿþòñÿ
ïëîñêèìè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè k > r(G[X]) ñàì ïîäãðóïïîèä G[X]
ïëîñêèé.

Ïðè k < r(G) ïîäãðóïïîèä G[X] ìîæåò è íå áûòü ïëîñêèì.
Ïðèìåð 1. Ïîäãðóïïîèä G[xy, yx] ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà G[x, y]
íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, ïîñêîëüêó P (xy, yx) = G[x, y]. Ìåæäó òåì,
âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì z îí ñîäåðæèò è ïîðîæäåííûé èì
ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä ðàíãà 1.
Ïðèìåð 2. Ïîäãðóïïîèäû

G[x1x2, x2x3, . . . , xnx1] è G[y1, . . . , yn]
ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà G[x1, . . . , xn], ãäå
y1 = (. . . ((x1x2)x3) . . .)xn, à y2, . . . , yn

ïîëó÷àþòñÿ èç y1 öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé x1, . . . , xn. Èõ ðàíã
ðàâåí n. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëóïëîñêèìè ðîäà n− 1, íî íå ïëîñêèìè.

Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîëóïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ ðîäà k
ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîëóïëîñêèì ïîäãðóïïîèäîì ðîäà k; ýòî
ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç èõ îïðåäåëåíèÿ è èç ñâîéñòâ
ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ. Ïîýòîìó íà ìíîæåñòâå ïîëóïëîñêèõ
ïîäãðóïïîèäîâ ôèêñèðîâàííîãî ðîäà îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà
ðåøåòêè ïî âëîæåíèþ. Â îòëè÷èå îò ðåøåòêè ïëîñêèõ
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ïîäãðóïïîèäîâ, ýòà ðåøåòêà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîëóìîäóëÿðíà; â
íåé íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ è óñëîâèå îáðûâà óáûâàþùèõ öåïî÷åê,
êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïðèìåð 3. Ðåøåòêà ïîëóïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ ðîäà 1
ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà G[x, y] ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ óáûâàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

G[x1, y1] ⊃ G[x2, y2] . . . ⊃ G[xn, yn],⊃ . . . ,

ãäå x1 = x, y1 = y, xn+1 = xnxn, yn+1 = ynyn, n = 1, 2, . . ..
3.8. Ñëàáî ïðàâèëüíûå ãðóïïîèäû.
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ãðóïïîèä G (âîîáùå ãîâîðÿ, íå
îáëàäàþùèé áàçîé) ñëàáî ïðàâèëüíûì, åñëè êàæäûé åãî
ïîäãðóïïîèä êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì.

Êàæäûé ïðàâèëüíûé ãðóïïîèä ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïðàâèëüíûì (ñì.
ïðåäëîæåíèå 2.5). Îòñþäà ñëåäóåò:
Ïðåäëîæåíèå 3.7. Èíäóêòèâíûé ïðåäåë G âîçðàñòàþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðàâèëüíûõ ãðóïïîèäîâ

G1 ⊂ . . . ⊂ Gn ⊂ . . .

ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïðàâèëüíûì ãðóïïîèäîì.
Â ñàìîì äåëå, ëþáîé ïîäãðóïïîèä êîíå÷íîãî ðàíãà â G

ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ãðóïïîèäîâ Gn, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûì.
Ïðåäëîæåíèå 3.8. Ëþáîé ñëàáî ïðàâèëüíûé ãðóïïîèä G ñ÷åòíîé
ìîùíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì âîçðàñòàþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðàâèëüíûõ ãðóïïîèäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà.

Â ñàìîì äåëå, åñëè x1, . . . , xn, . . . � ýëåìåíòû ãðóïïîèäà G,
òî G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðàâèëüíûõ ïîäãðóïïîèäîâ Gn = G(x1, . . . , xn).

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñëàáî ïðàâèëüíûå ãðóïïîèäû,
íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðàâèëüíûìè. Íàïðèìåð, èíäóêòèâíûé ïðåäåë
ñâîáîäíûõ ãðóïïîèäîâ Gn = G[xn] ðàíãà 1, ãäå âëîæåíèÿ Gn →
Gn+1 çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè xn = xn+1xn+1.
Ïðåäëîæåíèå 3.9. Ïîäãðóïïîèäû êîíå÷íîãî ðàíãà ñëàáî
ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà îáðàçóþò ðåøåòêó îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è ñóììû, è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû âñå
òåîðåìû î ïåðåñå÷åíèÿõ è ñóììàõ ïîäãðóïïîèäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà
ïðàâèëüíûõ ãðóïïîèäîâ.
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Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ïîäãðóïïîèäîâ êîíå÷íîãî
ðàíãà ñëàáî ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïîèäå
êîíå÷íîãî ðàíãà, ò.å. â ïðàâèëüíîì ïîäãðóïïîèäå.
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïîäãðóïïîèä G êîíå÷íîãî ðàíãà r ñëàáî
ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà ïëîñêèì, åñëè íå ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïîèäà
G′ ðàíãà r′ 6 r, ñòðîãî ñîäåðæàùåãî G.

Â ñëàáî ïðàâèëüíîì ãðóïïîèäå ïëîñêèå ïîäãðóïïîèäû, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå îáðàçóþò ðåøåòêè:
Ïðèìåð. Ïóñòü G � èíäóêòèâíûé ïðåäåë ñâîáîäíûõ ãðóïïîèäîâ

Gn = G[xn, yn],
ãäå âëîæåíèÿ Gn → Gn+1 çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè xn = xn+1xn+1,

yn = yn+1yn+1. Ïîäãðóïïîèäû G[x1y1] è G[y1x1] ðàíãà 1 ÿâëÿþòñÿ
ïëîñêèìè, à èõ ñóììà

G(x1y1, y1x1)
íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ïîäãðóïïîèäîì â G, ïîñêîëüêó ñîäåðæèòñÿ

â ëþáîì ïîäãðóïïîèäå Gn ðàíãà 2. Áîëåå òîãî, ëþáîé ïîäãðóïïîèä
ðàíãà 2 ñîäåðæèòñÿ â Gn ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n, à ïîòîìó íå
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì.
Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ñëàáî ïðàâèëüíûé ãðóïïîèä
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà öåïî÷åê, åñëè ñòàáèëèçèðóþòñÿ
âñå âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäãðóïïîèäîâ êîíå÷íîãî
íåâîçðàñòàþùåãî ðàíãà :

G1 ⊂ . . . ⊂ Gn ⊂ . . . , ãäå r(Gn+1) 6 r(Gn).
Äëÿ òàêèõ ãðóïïîèäîâ ñïðàâåäëèâû âñå ïîëó÷åííûå ðàíåå

ðåçóëüòàòû î ïðàâèëüíûõ ãðóïïîèäàõ. Èìåííî :
1) êàæäûé ïîäãðóïïîèä G[X] êîíå÷íîãî ðàíãà ñîäåðæèòñÿ õîòÿ

áû â îäíîì ïëîñêîì ïîäãðóïïîèäå;
2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä

íàèìåíüøåãî ðàíãà, ñîäåðæàùèé äàííûé ïîäãðóïïîèä
G[X] êîíå÷íîãî ðàíãà;

3) ïëîñêèå ïîäãðóïïîèäû îáðàçóþò ðåøåòêó îòíîñèòåëüíî
îïðåäåëåííûõ âûøå îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è ñóììû, .

4. Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïîèäû
4.1. Ñâîáîäíûå òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïîèäû. Ïóñòü G[X]
ñâîáîäíûé ãðóïïîèä, ïîðîæäåííûé áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
X, è íà X çàäàíà ñòðóêòóðà òîïîëîãè÷åñêîãî õàóñäîðôîâà
ïðîñòðàíñòâà.
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Ïðîäîëæèì òîïîëîãèþ íà X äî òîïîëîãèè íà âñåì ãðóïïîèäå
G[X]. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì G[X] â âèäå äèçúþíêòíîãî
îáúåäèíåíèÿ:

G[X] =
∞∐

n=1

Xn,

ãäå Xn � ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âûñîòû n, è îïðåäåëèì
èíäóêöèåé ïî h(x) áàçó îêðåñòíîñòåé ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ G[X].

Äëÿ òî÷åê âûñîòû 1, ò.å. äëÿ òî÷åê x ∈ X. áàçà îêðåñòíîñòåé
îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäÿ èç òîïîëîãèè íà X. Ïóñòü áàçû îêðåñòíîñòåé
óæå îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ òî÷åê âûñîòû ìåíüøåé n, è ïóñòü h(x) =
n. Ïðåäñòàâèì x â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ x = uv, ãäå h(u), h(v) < n, è
îïðåäåëèì áàçó îêðåñòíîñòåé òî÷êè x êàê ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ

VuVv = {u′v′ | u′ ∈ Vu, v′ ∈ Vv},
ãäå Vu è Vv ïðîáåãàþò ñîîòâåòñòâåííî áàçû îêðåñòíîñòåé òî÷åê u è
v.

Íàçîâåì ãðóïïîèä G[X] ñ ââåäåííîé òàê òîïîëîãèåé ñâîáîäíûì
òîïîëîãè÷åñêèì ãðóïïîèäîì, ïîðîæäåííûì òîïîëîãè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì X. Î÷åâèäíî, ÷òî òîïîëîãèÿ íà G[X] ÿâëÿåòñÿ
õàóñäîðôîâîé.

Èç îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè íà G[X] íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
Ïðåäëîæåíèå 4.1. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà G[X] íåïðåðûâíà
îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé òîïîëîãèè.
Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïîäìíîæåñòâà Gs ⊂ G[X], ñ ïðîèçâîëüíîé
ôèêñèðîâàííîé ñõåìîé s îòêðûòû è çàìêíóòû â G[X].

(Ïðîâåðÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî âûñîòå ýëåìåíòîâ.)
Ñëåäñòâèå. Ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ôèêñèðîâàííîé äëèíû è
âûñîòû îòêðûòû è çàìêíóòû â G[X].
Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ïóñòü y1, . . . , yn � ëþáûå ýëåìåíòû
ñâîáîäíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ãðóïïîèäà G[X], íå îáÿçàòåëüíî
ïîïàðíî ðàçëè÷íûå, è Vy1 , . . . , Vyn � ëþáûå îêðåñòíîñòè ýòèõ
ýëåìåíòîâ â G[X]. Òîãäà, åñëè X íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê, òî ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû zi ∈ Vyi

, i = 1, . . . , n òàêèå,
÷òî ìíîæåñòâà Xzi

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è l(zi) = #Xzi
,

i = 1, . . . , n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî N =

∑n
i=1(l(yi) − 1). Ïðè N = 0,

ò.å. êîãäà yi ∈ X, i = 1, . . . , n, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äîêàæåì åãî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé ìåíüøèõ
N îíî óæå äîêàçàíî.
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Â ýòîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò yi, íàïðèìåð, y1, ïðåäñòàâèì
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ y1 = uv. Òàê êàê (l(u) − 1) + (l(v) −
1) = l(y1) − 2, òî (l(u) − 1) + (l(v) − 1) +

∑n
i=2(l(yi) −

1) = N − 1. Ïîýòîìó äëÿ ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ u, v, y2, . . . , yn

óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, â ëþáûõ îêðåñòíîñòÿõ Vu, Vv, Vy2 , . . . , Vyn ýëåìåíòîâ
u, v, y2, . . . , yn ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû u′, v′, z2, . . . , zn òàêèå, ÷òî
ìíîæåñòâà Xu′ , Xv′ , Xz2 , . . . , Xzn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è l(u′) =
#Xu′ , l(v′) = #Xv′ è l(zi) = #Xzi

, i = 2, . . . , n. Íî òîãäà ýëåìåíòû
z1 = u′v′, z2, . . . , zn îáëàäàþò òðåáóåìûì ñâîéñòâîì. ¤

4.2. Ñîãëàñîâàííûå ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé. Ïóñòü G[Y ] =
G[y1, ..., yn] � ïîäãðóïïîèä ñâîáîäíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ãðóïïîèäà
G[X], è êàæäîé òî÷êå u ∈ G[Y ] ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå åå
îêðåñòíîñòü Vu ⊂ G[X].

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé {Vu | u ∈ G[Y ]}
ñîãëàñîâàííîé, åñëè

1) êàæäàÿ îêðåñòíîñòü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ c îäèíàêîâûìè
ñõåìàìè;

2) îêðåñòíîñòè Vu ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ;
3) Vuv = VuVv äëÿ ëþáûõ u, v ∈ G[Y ].
Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì îêðåñòíîñòåé Vyi
, i = 1, . . . , n,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1), 2).

Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Åñëè {Vu | u ∈ G} � ñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà
îêðåñòíîñòåé äëÿ ïîäãðóïïîèäà G, è G′ � ïîäãðóïïîèä â G, òî
{Vu | u ∈ G′} ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé
äëÿ G′.

4.3. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ïîäãðóïïîèäîâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M èëè M [X] ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïïîèäîâ
êîíå÷íîãî ðàíãà ñâîáîäíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ãðóïïîèäà G[X].
Ââåäåì íà M òîïîëîãèþ, èíäóöèðîâàííóþ òîïîëîãèåé íà G[X].

Ïóñòü G[Y ] = G[y1, . . . , yn] � ïðîèçâîëüíûé ïîäãðóïïîèä
êîíå÷íîãî ðàíãà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(Vy1 , . . . , Vyn), ãäå Vyi

⊂ G[X],
� îêðåñòíîñòè òî÷åê y1, . . . , yn, ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïïîèäîâ
G(z1, . . . , zn), ó êîòîðûõ zi ∈ Vyi

, i = 1, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå. Çàäàäèì òîïîëîãèþ íà M , ïðèíÿâ â êà÷åñòâå
áàçèñà îêðåñòíîñòåé ëþáîãî ïîäãðóïïîèäà G[y1, . . . , yn]
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ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ M(Vy1 , . . . , Vyn), ãäå äëÿ êàæäîãî
i = 1, . . . , n Vyi

ïðîáåãàåò áàçèñ îêðåñòíîñòåé òî÷êè yi,
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà òîïîëîãèÿ õàóñäîðôîâà.

4.4. Òåîðåìà î ðàíãå. Ïóñòü G0 = G[y1, . . . , yn] � ïðîèçâîëüíûé
ïîäãðóïïîèä êîíå÷íîãî ðàíãà ñâîáîäíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî
ãðóïïîèäà G[X] è Vy1 , . . . , Vyn � îêðåñòíîñòè ýëåìåíòîâ y1, . . . , yn,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1) è 2) ï. 4.2
Òåîðåìà 10. Äëÿ êàæäîãî ïîäãðóïïîèäà G ⊂ G[X]
èç îêðåñòíîñòè M(Vy1 , . . . , Vyn) ãðóïïîèäà G0 îïðåäåëåí
åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ãðóïïîèäîâ G → G0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Vu| u ∈ G0} � ñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà
îêðåñòíîñòåé äëÿ ãðóïïîèäà G0. Èç îïðåäåëåíèÿ îêðåñòíîñòè
M(Vy1 , . . . , Vyn) ñëåäóåò, ÷òî G = G(z1, . . . , zn), ãäå zi ∈ Vyi

,
i = 1, . . . , n. Çíà÷èò, â ñèëó óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè, êàæäûé
ýëåìåíò z ∈ G ïðèíàäëåæèò îäíîé èç îêðåñòíîñòåé Vu. Ïîñêîëüêó
îêðåñòíîñòè Vu ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ýòèì îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå G → G0, ïåðåâîäÿùåå zi â yi, i = 1, . . . , n
è ñîõðàíÿþùåå óìíîæåíèå, Òàê êàê {y1, . . . , yn} � áàçèñíîå
ìíîæåñòâî, òî {z1, . . . , zn} � òàêæå áàçèñíîå ìíîæåñòâî, à ïîòîìó
îòîáðàæåíèå G → G0 åñòü èçîìîðôèçì ãðóïïîèäîâ. ¤
Ñëåäñòâèå 1. Ïîäìíîæåñòâà Mn ⊂ M ïîäãðóïïîèäîâ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà n îòêðûòû è çàìêíóòû â M .
Ñëåäñòâèå 2. Îêðåñòíîñòü M(Vy1 , . . . , Vyn) ïðîñòðàíñòâà
ïîäãðóïïîèäîâ M ãîìåîìîðôíà ïðîèçâåäåíèþ îêðåñòíîñòåé
Vy1 × . . .× Vyn.
4.5. Òåîðåìà î ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäàõ.
Òåîðåìà 11. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê, òî ïîäìíîæåñòâî M0 ⊂ M ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ
îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî â M .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M(Vy1 , . . . , Vyn) � îêðåñòíîñòü
ïðîèçâîëüíîãî ïîäãðóïïîèäà G = G[y1, . . . , yn] â G[X]. Â ñèëó 4.3,
ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû zi ∈ Vyi

, i = 1, . . . , n òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâà
Xzi

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è l(zi) = #Xzi
, i = 1, . . . , n. Íî

òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.4, ïîäãðóïïîèä G(z1, . . . , zn),
ïðèíàäëåæàùèé îêðåñòíîñòè M(Vy1 , . . . , Vyn), ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî M0 ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ
âñþäó ïëîòíî â M . Äîêàæåì, ÷òî ýòî ïîäìíîæåñòâî îòêðûòî,
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Ïóñòü G0 = G[y1, . . . , yn] � ïðîèçâîëüíûé ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä
â G[X]. Ââåäåì ïîäãðóïïîèä G[XY ], ãäå XY = ∪n

i=1Xyi
, è

çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé
{Vz | z ∈ G[XY ]} äëÿ G[XY ]. Ïîñêîëüêó G0 ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîèäîì â G[XY ], òî {Vz | z ∈ G0} ÿâëÿåòñÿ
ñîãëàñîâàííîé ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé äëÿ G0.

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü M(Vy1 , . . . , Vyn) ïîäãðóïïîèäà G0 Ïóñòü
G′ � ïðîèçâîëüíûé ïîäãðóïïîèä èç ýòîé îêðåñòíîñòè, ò.å. G′ =
G(y′1, . . . , y

′
n), ãäå y′i ∈ Vyi

, i = 1, . . . , n. Ñîãëàñíî òåîðåìå 10
ýëåìåíòû y′i îáðàçóþò áàçèñ â G′. Äîêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïîèä G′

ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì.
Ñíà÷àëà ââåäåì ïîäãðóïïîèä G[XY ′ ] ⊃ G′, ãäå XY ′ = ∪n

i=1Xy′i .
Ñîãëàñíî òåîðåìå 10, îïðåäåëåí èçîìîðôèçì ïîäãðóïïîèäîâ σ :
G′ → G0. Ïðîäîëæèì åãî äî îòîáðàæåíèÿ σ : G[XY ′ ] → G[XY ].
Ïî ïîñòðîåíèþ, êàæäûé ýëåìåíò z′ ∈ G[XY ′ ] ïðèíàäëåæèò îäíîé
èç îêðåñòíîñòåé Vz, z ∈ G[XY ]. Òàê êàê îêðåñòíîñòè Vz ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî òåì ñàìûì îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå σ :
G[XY ′ ] → G[XY ], ñîâïàäàþùåå íà G′ ñ èñõîäíûì îòîáðàæåíèåì.
Îíî ñþðúåêòèâíî è ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, ñõåìû è
îòíîøåíèå ïîä÷èíåííîñòè ýëåìåíòîâ. Îäíàêî, σ íå ÿâëÿåòñÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, áèåêöèåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäãðóïïîèä G′ íå ïëîñêèé, ò.å.G′ ñòðîãî
ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïîèäå G′′ = G[U ] ⊂ G[XY ′ ], U = {u1, . . . , ur},
ãäå r 6 n è ∪n

i=1Uyi
= U . Òîãäà σG′′ ⊃ G0 è ðàíã σG′′ íå ïðåâûøàåò

n. Òàê êàê ñðåäè ýëåìåíòîâ ui èìåþòñÿ ñòðîãî ïîä÷èíåííûå õîòÿ áû
îäíîìó y′i, à îòîáðàæåíèå σ ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ïîä÷èíåííîñòè,
òî σG′′ 6= G0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ, ÷òî G0 � ïëîñêèé
ïîäãðóïïîèä. ¤

4.6. Ñâîáîäíûå èäåìïîòåíòíûå è ñâîáîäíûå
êîììóòàòèâíûå òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïîèäû. Ïðèâåäåííàÿ â
ï. 4.1 òîïîëîãèçàöèÿ ñâîáîäíûõ ãðóïïîèäîâ G[X] àâòîìàòè÷åñêè
ïåðåíîñèòñÿ íà ñâîáîäíûå èäåìïîòåíòíûå è ñâîáîäíûå
êîììóòàòèâíûå ãðóïïîèäû. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàþò äâà íîâûõ
êëàññà òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïïîèäîâ � ñâîáîäíûå èäåìïîòåíòíûå è
ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïîèäû.

Âñå óòâåðæäåíèÿ è èõ äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ñâîáîäíûõ
òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïïîèäîâ, ïðèâåäåííûå âûøå, ñîõðàíÿþò
ñèëó è äëÿ ýòèõ íîâûõ êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïïîèäîâ. Â
÷àñòíîñòè, òîïîëîãèÿ íà ýòèõ ãðóïïîèäàõ ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâîé.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðèìåíèòü ýòó òîïîëîãèçàöèþ ê
ïðîèçâîëüíîìó ïðàâèëüíîìó ãðóïïîèäó G[X], òî òîïîëîãèÿ íà
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G[X] ìîæåò îêàçàòüñÿ íåõàóñäîðôîâîé, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé
ïðèìåð :
Ïðèìåð. Ïóñòü x1, x2 ∈ X, x1 6= x2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû
x1 è x2 íå ïåðåñòàíîâî÷íû, íî ëþáûå èõ îêðåñòíîñòè Vx1 , Vx2

ñîäåðæàò ýëåìåíòû y1 ∈ Vx1 , y2 ∈ Vx2 , ïåðåñòàíîâî÷íûå ìåæäó
ñîáîé. Òîãäà îêðåñòíîñòè Vx1x2 = Vx1Vx2 è Vx2x1 = Vx2Vx1 ýëåìåíòîâ
x1x2 è x2x1 èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
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5. Ìåòðè÷åñêèå ãðóïïîèäû.
Èìååòñÿ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïðîäîëæåíèÿ íà âåñü ãðóïïîèä

ìåòðèê, çàäàííûõ íà åãî áàçèñå.

5.1. Ñâîáîäíûå ãðóïïîèäû ñ àðõèìåäîâîé ìåòðèêîé. Ïóñòü
íà áàçå X ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà G çàäàíà àðõèìåäîâà ìåòðèêà
ρ(x, y). Ïðîäîëæèì ýòó ìåòðèêó íà âåñü ãðóïïîèä G.

Ñíà÷àëà èíäóêöèåé ïî âûñîòå ýëåìåíòîâ ïðîäîëæèì åå
íà ïîäìíîæåñòâà GS ýëåìåíòîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè ñõåìàìè
ðàçëîæåíèÿ S. Åñëè S(x) = S(y), òî îïðåäåëèì ρ(x, y) èíäóêöèåé ïî
âûñîòå ýëåìåíòîâ x,y. Åñëè h(x) = h(y) = 1, òî x, y ïðèíàäëåæàò X
è ρ(x, y) îïðåäåëåíî èçíà÷àëüíî. Ïóñòü òåïåðü h(x) = h(y) = n > 1.
Ïðåäñòàâèì x, y â âèäå ïðîèçâåäåíèé: x = x1x2, y = y1y2, ãäå âûñîòà
âñåõ ñîìíîæèòåëåé ìåíüøå n. Òîãäà S(x1) = S(x2), S(y1) = S(y2),
à, ïîòîìó, ρ(x1, y1) è ρ(x2, y2) óæå îïðåäåëåíû â ñèëó èíäóêòèâíîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïîëîæèì

ρ(x, y) =
√

ρ2(x1, x2) + ρ2(y1, y2)

Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåííàÿ òàê ìåòðèêà íà GS àðõèìåäîâà.
Îïðåäåëèì òåïåðü ρ(x, y) ïðè S(x) 6= S(y). Ôèêñèðóåì äëÿ

êàæäîé ñõåìû ðàçëîæåíèÿ S ýëåìåíò uS ∈ GS. Åñëè x ∈ GS1 , y ∈
GS2 , S1 6= S2, òî ïîëàãàåì

ρ(x, y) = ρ(x, uS1) + ρ(y, uS2) + a

ãäå a � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ïðåäëîæåíèå 5.1. Îïðåäåëåííàÿ òàê ìåòðèêà ρ íà G ÿâëÿåòñÿ
àðõèìåäîâîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü àêñèîìû
òðåóãîëüíèêà äëÿ ýëåìåíòîâ x ∈ GS1 , y ∈ GS2 , z ∈ GS3 â äâóõ
ñëó÷àÿõ.

1) S1 = S2, S1 6= S3;
2) S1, S2, S3 ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì:

ρ(x, z) = ρ(x, uS1) + ρ(z, uS3) + a

ρ(y, z) = ρ(y, uS2) + ρ(z, uS3) + a

ρ(x, y) ≤ ρ(x, uS1) + ρ(y, uS2) + a
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Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Âî âòîðîì ñëó÷àå
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ρ(x, y) = ρ(x, uS1) + ρ(y, uS2) + a

Ýòî ñíîâà äàåò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. ¤
Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü T � òîïîëîãèÿ íà X, èíäóöèðîâàííàÿ
ìåòðèêîé ρ íà X. Òîãäà òîïîëîãèÿ íà âñåì ãðóïïîèäå G,
èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé ρ, ýêâèâàëåíòíà òîïîëîãèè, êîòîðàÿ
èíäóöèðîâàíà íà âñåì G òîïîëîãèåé T .

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè
èëè ìåòðèêè íà ãðóïïîèäå, èíäóöèðîâàííîé, ñîîòâåòñòâåííî,
òîïîëîãèåé è ìåòðèêîé íà áàçèñå.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïåðåíîñèòñÿ è íà ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå è-
èëè èäåìïîòåíòíûå ãðóïïîèäû.

5.2. Ñâîáîäíûå ãðóïïîèäû ñ íåàðõèìåäîâîé ìåòðèêîé.
Ïóñòü íà áàçå X ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà G[X] çàäàíà ñòðóêòóðà
óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. çàäàíà ôóíêöèÿ
(ðàññòîÿíèå) d : X × X → R , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
:

1) d(x, y) > 0;
2) d(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y;
3) d(x, y) = d(y, x);
4) d(x, z) 6 max{d(x, y), d(y, z)}.
Òàêèå ìåòðèêè íàçûâàþò, òàêæå, íåàðõèìåäîâûìè. Ïîêàæåì, êàê

ýòó ìåòðèêó ïðîäîëæèòü íà âåñü ñâîáîäíûé ãðóïïîèä G.
Ñíà÷àëà, èíäóêöèåé ïî âûñîòå ýëåìåíòîâ ïðîäîëæèì åå

íà ïîäìíîæåñòâà GS ýëåìåíòîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè ñõåìàìè
ðàçëîæåíèÿ S.

Åñëè S(x) = S(y), òî îïðåäåëèì d(x, y) èíäóêöèåé ïî âûñîòå
ýëåìåíòîâ x,y. Åñëè h(x) = h(y) = 1, òî x, y ïðèíàäëåæàò X è
d(x, y) îïðåäåëåíî èçíà÷àëüíî. Ïóñòü òåïåðü h(x) = h(y) = n > 1.
Ïðåäñòàâèì x, y â âèäå ïðîèçâåäåíèé: x = x1x2, y = y1y2, ãäå âûñîòà
âñåõ ñîìíîæèòåëåé ìåíüøå n. Òîãäà S(x1) = S(x2), S(y1) = S(y2),
à, ïîòîìó, d(x1, y1) è d(x2, y2) óæå îïðåäåëåíû â ñèëó èíäóêòèâíîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïîëîæèì

d(x, y) = max{d(x1, y1), d(x2, y2)}
Î÷åâèäíî, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ íà GS ìåòðèêà � íåàðõèìåäîâà.

Îïðåäåëèì òåïåðü d(x, y) ïðè S(x) 6= S(y). Ôèêñèðóåì äëÿ êàæäîé
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ñõåìû ðàçëîæåíèÿ S ýëåìåíò uS ∈ GS. Åñëè x ∈ GS1 , y ∈ GS2 , S1 6=
S2, òî ïîëàãàåì

d(x, y) = max{d(x, uS1); d(y, uS2); a},
ãäå a � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè d(x′, y′) ≤ a äëÿ âñåõ x′, y′ ∈ X òî d(x, y) = a
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ d(x, y) íà G

óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì íåàðõèìåäîâîé ìåòðèêè.
Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïóñòü T � òîïîëîãèÿ íà X, èíäóöèðîâàííàÿ
ìåòðèêîé d(., .) íà X. Òîãäà òîïîëîãèÿ íà âñåì ãðóïïîèäå G,
èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé d, ýêâèâàëåíòíà òîïîëîãèè, êîòîðàÿ
èíäóöèðîâàíà íà âñåì G òîïîëîãèåé T .

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè
è ìåòðèêè íà ãðóïïîèäå, èíäóöèðîâàííûõ, ñîîòâåòñòâåííî,
òîïîëîãèåé è ìåòðèêîé íà áàçèñå.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ, êàê è ïðåäûäóùàÿ, ïåðåíîñèòñÿ è íà ñâîáîäíûå
êîììóòàòèâíûå è-èëè èäåìïîòåíòíûå ãðóïïîèäû.
5.3. Íåàðõèìåäîâà ìåòðèêà íà èäåìïîòåíòíîì ãðóïïîèäå.
Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïîèä G = G[X] íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì
èäåìïîòåíòíûì, åñëè xx = x äëÿ âñåõ x ∈ G, ýëåìåíòû áàçû X
íåðàçëîæèìû è ðàâåíñòâî x1y1 = x2y2, ãäå x1 6= y1 è x2 6= y2, èìååò
ìåñòî òîëüêî ïðè x1 = x2 è y1 = y2.

Ïóñòü íà áàçèñå X òàêîãî ãðóïïîèäà çàäàíà íåàðõèìåäîâà
ìåòðèêà d. Ïðîäîëæèì ìåòðèêó d íà âåñü ãðóïïîèä G[X] èíäóêöèåé
ïî âûñîòå ýëåìåíòîâ x ∈ G[X], ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äëÿ ýëåìåíòîâ x, y âûñîòû 1, ò.å. ïðè x, y ∈ X, ôóíêöèÿ d
îïðåäåëåíà èçíà÷àëüíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà óæå îïðåäåëåíà
íà ïîäìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ âûñîòû ìåíüøåé n, è ïóñòü
max{h(x), h(y)} = n, íàïðèìåð, h(y) = n. Òîãäà ïîëàãàåì :

d(x, y) = max{d(x, y1), d(x, y2)} ïðè h(x) < n, (18)
ãäå y1 6= y2 � ýëåìåíòû âûñîòû ìåíüøåé n, îïðåäåëÿåìîé èç
ðàçëîæåíèÿ y = y1y2;

d(x, y) = max{d(x1, y1), d(x2, y2)} ïðè h(x) = n, (19)
ãäå x1 6= x2 � ýëåìåíòû âûñîòû ìåíüøåé n, îïðåäåëÿåìîé èç
ðàçëîæåíèÿ x = x1x2.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ :
Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ d íà G[X] óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì óëüòðàìåòðè÷íîñòè 1)�4).
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(Â ïðîâåðêå íóæäàåòñÿ òîëüêî óñëîâèå 4)).
Íàçîâåì ãðóïïîèä G[X] ñ ââåäåííîé òàê ìåòðèêîé d ñâîáîäíûì

èäåìïîòåíòíûì óëüòðàìåòðè÷åñêèì ãðóïïîèäîì èëè, êîðî÷å, U�
ãðóïïîèäîì.
Ïðèìåð. Âû÷èñëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè z1 = xz è z2 =
(xy)z â ãðóïïîèäå G[x, y, z]. Òàê êàê h(xz) < h((xy)z), òî

d(xz, (xy)z) = max{d(xz, xy), d(xz, z)}.
Äàëåå, òàê êàê h(xz) = h(zy) è h(xz) > h(z), òî

d(xz, xy) = max{d(x, x), d(z, y)} = d(z, y),

d(xz, z) = max{d(x, z), d(z, z)} = d(z, z).

Òàêèì îáðàçîì
d(xz, (xy)z) = max{d(z, y), d(x, z)}.

Çàìå÷àíèå 1. Òðåáîâàíèå èäåìïîòåíòíîñòè ãðóïïîèäà
ñóùåñòâåííî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû âèäà
y = xx, ãäå x 6= y. Äëÿ íèõ, ñîãëàñíî (18) d(x, y) = 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìåòðèêè d.
Çàìå÷àíèå 2. Ïðèâåäåì äðóãîå îïèñàíèå ìåòðèêè d, ïðè êîòîðîì
ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 4 ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé. Âîñïîëüçóåìñÿ
òåì, ÷òî G[X] ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè
ïîäìíîæåñòâ V (n), ãäå V (1) = X è V (n) = V (n−1)V (n−1); ìíîæåñòâî
V (n−1) âëîæåíî â V (n) êàê ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ xx. Ïðåäñòàâèì
ýëåìåíòû x ∈ V (n) â âèäå x = uv, u, v ∈ V (n−1), ãäå u = v = x, åñëè
x ∈ V (n−1), è u 6= v, åñëè x /∈ V (n−1).

Åñëè ìåòðèêà d íà V (n−1) óæå îïðåäåëåíà, òî äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ x = u1v1, y = u2v2 èç V (n) îíà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé :

d(x, y) = max{d(u1, u2), d(v1, v2)}. (20)
5.4. Òåîðåìà î øàðàõ. Ïóñòü G[X] � ãðóïïîèä ñ ìåòðèêîé,
ââåäåííîé â ï. àsect:12-1à. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(n), n = 1, 2, . . .,
ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ôèêñèðîâàííîé âûñîòû n â U�ãðóïïîèäå
G[X].
Òåîðåìà 12. Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíûé øàð â G[X], ò.å.

Ω = {y ∈ G[X] | d(x, y) 6 r},
ãäå x ∈ X è r > 0 ôèêñèðîâàíû, è ïóñòü k � íàèìåíüøåå ÷èñëî,
äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî V = Ω ∩X(k) íåïóñòî. Òîãäà

Ω = G(V ),

ãäå G(V ) � ïîäãðóïïîèä â G[X], ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì V .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â êà÷åñòâå öåíòðà øàðà Ω ìîæíî
ïðèíÿòü ëþáóþ åãî òî÷êó x, òî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî x ∈ V .
Òîãäà

V = {y ∈ X(k) | d(x, y) 6 r}.
Äîêàæåì, ÷òî G(V ) ⊂ Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (n) ïîäìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ âûñîòû n ãðóïïîèäà G(V ). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,
V (1) = V , à ïîòîìó V (1) ⊂ Ω.

Ïóñòü óæå äîêàçàíî, ÷òî V (m) ⊂ Ω äëÿ âñåõ m < n, è ïóñòü
y ∈ V (n). Ïðåäñòàâèì y â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ y = uv, u 6= v. Â
ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, u, v ∈ Ω, à ïîòîìó d(x, u) 6 r,
d(x, v) 6 r. Òàê êàê d(x, y) = max{d(x, u), d(x, v)}, òî d(x, y) 6 r,
ò.å. y ∈ Ω. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî G(V ) ⊂ Ω. Îáðàòíî, ïóñòü y ∈ Ω.
Òîãäà h(y) > k. Åñëè h(y) = k, òî y ∈ V , à ïîòîìó y ∈ G(V ).

Ïóñòü óæå äîêàçàíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû y ∈ Ω âûñîòû, ìåíüøåé
n, ãäå n > k, ïðèíàäëåæàò G(V ), è ïóñòü h(y) = n. Ïðåäñòàâèì
y â âèäå y = uv, ãäå h(u) < n, h(v) < n. Òàê êàê d(x, y) =
max{d(x, u), d(x, v)}, òî èç d(x, y) 6 r ñëåäóåò, ÷òî d(x, u) 6 r,
d(x, v) 6 r, à ïîòîìó u, v ∈ Ω. Çíà÷èò, â ñèëó èíäóêòèâíîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ, u, v ∈ G(V ). Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ G(V ). ¤
5.5. Óëüòðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîäãðóïïîèäîâ.
Ïóñòü G[X] � ñâîáîäíûé óëüòðàìåòðè÷åñêèé ãðóïïîèä, è Mn �
ìíîæåñòâî åãî ïîäãðóïïîèäîâ ðàíãà n. Ââåäåì, èñõîäÿ èç ìåòðèêè
d íà G[X] ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå Mn.
Îïðåäåëåíèå. Ïîëîæèì äëÿ ëþáûõ ïîäãðóïïîèäîâ

G1 = G[x1, . . . xn], G2 = G[y1, . . . yn] :

d(G1, G2) = min
σ

(
max

i

(
d(xi, yσ(i))

))
, (21)

ãäå σ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî Sn ïåðåñòàíîâîê èíäåêñîâ 1, . . . , n.
Ïðåäëîæåíèå 5.5. Ââåäåííàÿ ìåòðèêà óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì
1)�4) óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü àêñèîì 1)�3) î÷åâèäíà. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

max{d(G1, G2), d(G2, G3)} > d(G1, G3) (22)
äëÿ ëþáûõ ïîäãðóïïîèäîâ G1, G2, G3 ðàíãà n.

Ïóñòü G3 = G[z1, . . . , zn]. Òîãäà

d(G2, G3) = min
σ

(
max

i

(
d(yi, zσ(i))

))
,

d(G1, G3) = min
σ

(
max

i

(
d(xi, zσ(i))

))
.
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Î÷åâèäíî, íåðàâåíñòâî (22) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ :
äëÿ ëþáûõ σ1, σ2 ∈ Sn è k = 1, . . . , n ñóùåñòâóåò σ ∈ Sn òàêîå,
÷òî

max[max
i

(d(xi, yσ1(i))), max
i

(d(yi, zσ2(i)))] > d(xk, zσ(k)) (23)

Ïðîâåðèì ýòî óñëîâèå. Èìååì äëÿ ëþáîãî k :

max[max
i

(d(xi, yσ1(i))), max
i

(d(yi, zσ2(i)))]

> max[d(xk, yσ1(k)), d(yk, zσ2σ1(k))] > d(xk, zσ2σ1(k))

Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèâ σ = σ2σ1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (23). ¤
Òåîðåìà 13. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê, òî ïîäìíîæåñòâî M0

n ⊂ Mn ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ ðàíãà
n âñþäó ïëîòíî îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé ìåòðèêè d.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî òîïîëîãèÿ Td íà
Mn, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé d, ñèëüíåå òîïîëîãèè T , ââåäåííîé
â � 4, ïîñêîëüêó ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ïîäãðóïïîèäà G1 â òîïîëîãèè
Td ñîäåðæèò åãî îêðåñòíîñòü â òîïîëîãèè T . Ñîãëàñíî òåîðåìå 11,
ïîäìíîæåñòâî M0

n âñþäó ïëîòíî â Mn îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè T .
Çíà÷èò, è ïîäàâíî îíî âñþäó ïëîòíî îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè Td

6. Ãðàôû, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïîèäîì
Ñ ïðàâèëüíûìè ãðóïïîèäàìè ìîæíî åñòåñòâåííî ñâÿçàòü

íåñêîëüêî êîíñòðóêöèé íàïðàâëåííîãî ãðàôà. Âûøå â ï.2.9
áûëà ââåäåíà îäíà èç íèõ: ãðàô ñ ìå÷åííûìè ðåáðàìè �
ñõåìà ðàçëîæåíèÿ. Â ýòîì ðàçäåëå ïîÿâÿòñÿ äðóãèå ãðàôû,
õàðàêòåðèçóþùèå ïðàâèëüíûé ãðóïïîèä. Îíè ïîçâîëÿþò
ïîäêëþ÷èòü ê àíàëèçó ãåîìåòðè÷åñêóþ è êîìáèíàòîðíóþ
èíòóèöèþ.

6.1. Ãðàô ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà. Êàæäîìó ñâîáîäíîìó
ãðóïïîèäó G[X] ñ áàçèñíûì ìíîæåñòâîì X ìîæíî ñîïîñòàâèòü
íàïðâëåííûé ãðàô, ðåáðà êîòîðîãî ìå÷åíû êàê ïðàâîå (R) è ëåâîå
(L). Âåðøèíû ãðàôà èìåþò óíèêàëüíûå ìåòêè: îíè íàõîäÿòñÿ â
áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýëåìåíòàìè ãðóïïîèäà G. Êàæäûé
ýëåìåíò ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà èìååò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ x = uv. Èç âåðøèíû ñ ìåòêîé
x (îáîçíà÷åíèå [x]) âûõîäèò ëåâîå ðåáðî â âåðøèíó [u] è ïðàâîå
ðåáðî â âåðøèíó [v]. Â ñëó÷àå u = v èç [x] âûõîäÿò îáà ðåáðà
â [u] � ñäâîåííîå ðåáðî. Ýòîò ãðàô íàçîâåì ãðàôîì ñâîáîäíîãî
ãðóïïîèäà.
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Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ãðàô ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1) Áàçèñíîå ìíîæåñòâî X ïîìå÷àåò ìíîæåñòâî âåðøèí, èç
êîòîðûõ íå âûõîäÿò ðåáðà (êîíöåâûå âåðøèíû).

2) Â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðàâûõ è ëåâûõ
ðåáåð, à âûõîäèò, åñëè âåðøèíà íå êîíöåâàÿ, îäíî ëåâîå è îäíî
ïðàâîå ðåáðî, ïðè÷åì îíè ìîãóò áûòü ñäâîåííûìè.

3) Äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí [u], [v] èìååòñÿ òîëüêî îäíà âåðøèíà
[x], èç êîòîðîé â [u] èäåò ëåâîå ðåáðî, à â [v] � ïðàâîå.

4) Ãðàô îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò áèíàðíóþ îïåðàöèþ íà
ãðóïïîèäå.

5) Äëèíà ýëåìåíòà ãðóïïîèäà l(x) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
ìàêñèìàëüíûõ öåïî÷åê, èñõîäÿùèõ èç [x]. Ýòè öåïî÷êè ñîåäèíÿþò
[x] ñ êîíöåâûìè âåðøèíàìè.

6) Âûñîòà ýëåìåíòà ãðóïïîèäà h(x) = n(x) + 1, ãäå n(x) ðàâíî
íàèáîëüøåé äëèíå ìàêñèìàëüíîé öåïî÷êè, èñõîäÿùåé èç [x].

Âñå ýòè ñâîéñòâà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ.

6.2. Äèàãðàììà ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé ãðóïïîèä G. Êàæäîìó ñïîñîáó ïîëó÷åíèÿ ýëåìåíòà
x ãðóïïîèäà G èç íåêîòîðîãî îáðàçóþùåãî ïîäìíîæåñòâà Y
ñîîòâåòñòâóåò ãðàô, êîòîðûé íàçîâåì äèàãðàììîé ðàçëîæåíèÿ x
íàä Y .

Ýòî ãðàô TY (x) òèïà äåðåâà, êîðåíü êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò
ïîñëåäíåé îïåðàöèè ïðè ïîëó÷åíèè ýëåìåíòà. Åñëè x ∈ Y , òî êîðåíü
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé ãðàôà, è îíà ïîìå÷àåòñÿ çíàêîì
x.

Åñëè ýëåìåíò x íå âõîäèò â áàçèñ, òî îí ïîëó÷åí ïðîèçâåäåíèåì
x = pq. Òîãäà TY (x) ïîëó÷àåòñÿ ïîñòðîåíèåì íà êîðíå äâóõ
âõîäÿùèõ ðåáåð (ëåâîãî è ïðàâîãî), ê ñâîáîäíûì (èñõîäÿùèì)
êîíöàì êîòîðûõ ïðèñîåäèíÿþòñÿ êîðíè äèàãðàìì TY (p) è TY (q)
ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî äèàãðàììà ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà îòëè÷àåòñÿ îò
ñõåìû ðàçëîæåíèÿ òîãî æå ýëåìåíòà íàëè÷èåì â âåðøèíàõ ìåòîê â
âèäå ýëåìåíòîâ ãðóïïîèäà.

Âåðøèíà äèàãðàììû ðàçëîæåíèÿ èìååò ðàíã 3 (äâà âõîäÿùèõ
ðåáðà, îäíî èñõîäÿùåå), åñëè îíà âíóòðåííÿÿ, èëè 1 (îäíî
èñõîäÿùåå ðåáðî), åñëè îíà êîíöåâàÿ.

Â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ÷èñëî ÿðóñîâ äåðåâà
TY (x) ðàâíî âûñîòå hY (x) ýëåìåíòà x îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàþùåãî
ìíîæåñòâà Y , à ÷èñëî ëèñòüåâ â äåðåâå T )Y (x) ðàâíî äëèíå lY (x).
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðóïïîèäà äèàãðàììà ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà
ìîæåò áûòü íå îäíîçíà÷íà. Íî ïîíÿòèÿ âûñîòû è äëèíû ýëåìåíòà
îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà äîïóñêàþò îáîáùåíèå.
Íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ÿðóñîâ äåðåâà TY (x) îïðåäåëèì êàê
âûñîòó hY (x) ýëåìåíòà x îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà
Y . Íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ëèñòüåâ â äåðåâå TY (x) ñ
âûñîòîé hY (x) îïðåäåëèì êàê äëèíó lY (x) ýëåìåíòà x îòíîñèòåëüíî
ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà Y . Äèàãðàììó ðàçëîæåíèÿ TY (x),
íà êîòîðîé äîñòèãàþòñÿ âûñîòà è äëèíà ýëåìåíòà x, íàçîâåì
îïòèìàëüíîé ðåàëèçàöèåé ýòîãî ýëåìåíòà.

Â àëãåáðàè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè âûñîòà ñîîòâåòñòâóåò
íàèìåíüøåìó âîçìîæíîìó óðîâíþ âëîæåííîñòè ñêîáîê â ôîðìóëå,
âûðàæàþùåé ýëåìåíò x ÷åðåç ìíîæåñòâî Y . À äëèíà ñîîòâåòñòâóåò
íàèìåíüøåìó âîçìîæíîìó ÷èñëó âõîæäåíèé ýëåìåíòîâ Y â
ôîðìóëó äëÿ x ñ íàèìåíüøèì óðîâíåì âëîæåííîñòè ñêîáîê.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà â ãðóïïîèäå G
åäèíñòâåííûì. Âåðøèíó íåêîòîðîé äèàãðàììû ðàçëîæåíèÿ ñ
ìåòêîé z ∈ G áóäåì îáîçíà÷àòü [z]. Òàêàÿ âåðøèíà ìîæåò áûòü íå
åäèíñòâåííà. Íî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè îäèíàêîâûõ ïîäãðàôîâ
â ýòîé äèàãðàììå.

Â äèàãðàììå ðàçëîæåíèÿ x ìîæíî ðàññòàâèòü çíà÷åíèÿ âûñîòû
è äëèíû ïðîìåæóòî÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîðîæäåíèÿ íà âñåõ âåðøèíàõ
äåðåâà TY (x). Åñëè [z] � ëèñò äåðåâà, òî hY (z) = 1, lY (z) = 1. Åñëè
âåðøèíà äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå z = pq, òî íà äèàãðàììå â íåå
âõîäÿò ðåáðà îò âåðøèí, [p] è [q]. Ïîýòîìó

hY (z) = 1 + max{hY (p), hY (q)}; (24)
lY (z) = lY (p) + lY (q). (25)

Ïðè òàêîé äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåòêå âåðøèí äèàãðàììû
ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà x ñàì ýëåìåíò x ïîìå÷àåò êîðåíü äåðåâà, è
åìó ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ hY (x), lY (x).

Ïîäãðàô ãðàôà ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà, ñîîòâåòñòâóþùèé
ðàçëîæåíèþ ýëåìåíòà x íàä áàçèñîì Y , íàçîâåì ãðàôîì
ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ýëåìåíòà. Îí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äèàãðàììû
ðàçëîæåíèÿ TY (x) ñêëåéêîé âñåõ âåðøèí ñ îäèíàêîâûìè ìåòêàìè
[z], è èíâåðñèåé íàïðàâëåíèÿ âñåõ ðåáåð.

Äèàãðàììà ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà
ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðå ñêîáîê â åãî àëãåáðàè÷åñêîì âûðàæåíèè
÷åðåç áàçèñ. Äàëåå, êîãäà ýòî óäîáíî, áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ
äèàãðàìì ðàçëîæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêóþ çàïèñü ñ êâàäðàòíûìè
ñêîáêàìè, â êîòîðûõ áóäóò ñòîÿòü ëèáî ìåòêè êîíöåâûõ
âåðøèí, ëèáî îáîçíà÷åíèÿ äèàãðàìì ðàçëîæåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
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Ris. 5

x

y a

a b b c

Ris. 5

ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, åñëè a, b, c ∈ Y è x = ((ab)(bc))a; y = (ab)(bc),
òî äèàãðàììó ðàçëîæåíèÿ, ïîêàçàííóþ íà ðèñóíêå 5, ìîæíî
çàïèñàòü â ôîðìå

TY (x) = [[TY (y)][a]] = [[[TY (ab)][TY (bc)]][a]] = [[[[a][b]][[b][c]]][a]].

Êàæäîé ïàðå ñêîáîê ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà äèàãðàììû. Ïðè ýòîì
íèæíèì óðîâíÿì äåðåâà (áëèæå ê êîðíþ) ñîîòâåòñòâóþò âíåøíèå
ñêîáêè.
6.3. Ñâîéñòâà ãðóïïîèäîâ, ñâÿçàííûå ñ äèàãðàììàìè
ðàçëîæåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 6.2. Óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ
åäèíñòâåííîñòè äèàãðàììû ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
â ïîäãðóïïîèäå ñ áàçèñîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïîèä G[Y ]. Ïóñòü â íåì
âûïîëíåíî óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ (íå îáÿçàòåëüíî
òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ íà âñåì ãðóïïîèäå). Åñëè
äèàãðàììà ðàçëîæåíèÿ TY (x) íå åäèíñòâåííà, íàïðèìåð åñòü
åùå äèàãðàììà T ′

Y (x) , òî ðàññìîòðèì â TY (x) íàèáîëüøåå
ïîääåðåâî D, ðàñòóùåå èç êîðíÿ äåðåâà TY (x), äëÿ êîòîðîãî
ñîâïàäàþò äèàãðàììû TY (x) è T ′

Y (x). Òàêîå äåðåâî âñåãäà íå
ïóñòî, òàê êàê çàâåäîìî ñîäåðæèò êîðåíü.

Â ëþáîì ëèñòå äåðåâà D, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì
TY (x), ïîìå÷àþùèé åãî ýëåìåíò z èìååò ðàçíûå ñóùåñòâåííûå
ðàçëîæåíèÿ â TY (x) è T ′

Y (x) íà äâà ýëåìåíòà: z = ab, z = cd
ñîîòâåòñòâåííî. (Cóùåñòâåííîå ðàçëîæåíèå z = ab îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì {a; b}({x}) Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òðåáîâàíèþ åäèíñòâåííîñòè
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ðàçëîæåíèÿ. Çíà÷èò âñå ëèñòüÿ äåðåâà D ñîâàäàþò ñ ëèñòüÿìè
äåðåâà TY (x).

Åñëè æå ëèñò u äåðåâà TY (x) íå ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì äåðåâà D, òî
D, êàê ïîääåðåâî TY (x) , ñîäåðæèò ëèñò v, êîòîðûé ïðåäøåñòâóåò
ëèñòó u â TY (x). Íî òîãäà v íå ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì TY (x), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó.

Çíà÷èò ìíîæåñòâî ëèñòüåâ ïîääåðåâà D ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
ëèñòüåâ äåðåâà TY (x). Íî òîãäà äèàãðàììû TY (x) è D ñîâïàäàþò.
Çíà÷èò, äåðåâî TY (x) ÿâëÿåòñÿ ïîääåðåâîì â T ′

Y (x).
Åñëè ýòî ñîáñòâåííîå ïîääåðåâî, òî íåêîòîðé ëèñò u èç TY (x)

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîääåðåâà â T ′
Y (x). Ýòîò ëèñò â îáîèõ äèàãðàììàõ

ïîìå÷åí ýëåìåíòîì y(u) ∈ Y . Çíà÷èò èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå
ðàçëîæåíèå y(u) = ab â ïîäãðóïïîèäå G[Y ], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ áàçèñà. Ñëåäîâàòåëüíî, äèàãðàììû TY (x) è T ′

Y (x)
ñîâïàäàþò.

Îáðàòíî. Ïóñòü íåêîòîðûé ýëåìåíò ïîäãðóïîèäà èìååò â íåì
äâà ðàçëè÷íûõ ñóùåñòâåííûõ ðàçëîæåíèÿ: z = ab, z = cd. Òîãäà
ìîæíî ïîëó÷èòü äâå íåñîâïàäàþùèå äèàãðàììû ðàçëîæåíèÿ TY (x)
è T ′

Y (x), ïîëó÷åííûå ïîäñîåäèíåíèåì ê êîðíþ ñ ìåòêîé z äåðåâüåâ
TY (a) ñëåâà è T ′

Y (b) ñïðàâà èëè (àëüòåðíàòèâíî) TY (c) ñëåâà è T ′
Y (d)

ñïðàâà, ñîîòâåòñòâåííî.
¤

Ñëåäñòâèå. Â ïðàâèëüíîì ãðóïïîèäå âñå ýëåìåíòû èìåþò
åäèíñòâåííóþ äèàãðàììó ðàçëîæåíèÿ ïî íåðàçëîæèìûì
ýëåìåíòàì.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîäãðóïïîèä G(Y ) ïîðîæäåí íå áàçîâûì
ìíîæåñòâîì Y , òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ñ íåñêîëüêèìè äèàãðàììàìè
ðàçëîæåíèÿ äàæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè
ðàçëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Y íå áàçîâîå ìíîæåñòâî â G(Y ), òî y = pq
äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Y è p, q ∈ G(Y ). Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü
äèàãðàììó ðàçëîæåíèÿ TY (y), ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî êîðíÿ ñ ìåòêîé
y. Íî ìîæíî ïðèñîåäèíèòü ê ýòîìó êîðíþ TY (p) ñëåâà è T ′

Y (q)
ñïðàâà è ïîëó÷èòü äðóãóþ äèàãðàììó ïîðîæäåíèÿ T ′

Y (y). ¤

Òåîðåìà 14. Ëþáîé ïðàâèëüíûé ãðóïïîèä ÿâëÿåòñÿ ëèáî
ñâîáîäíûì ãðóïïîèäîì ëèáî åãî ôàêòîðãðóïïîèäîì ïî
îòíîøåíèÿì èäåìïîòåíòíîñòè íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå
åãî ýëåìåíòîâ è-èëè êîììóòàòèâíîñòè íà íåêîòîðîì
ïîäìíîæåñòâå ïàð ýëåìåíòîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óòâåðæäåíèþ 6.2 ëþáîé ýëåìåíò
ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà èìååò åäèíñòâåííóþ äèàãðàììó
ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó èç íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ ñ òî÷íîñòüþ äî
ñîîòíîøåíèé, ñîõðàíÿþùèõ óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ:
åñëè x = pq = yz è (p, q) 6= (y, z), òî ëèáî p = q = x ò. å. {p; q} = {x},
ëèáî (p, q) = (z, y).

Ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïîèäà ñ áàçèñîì ìîæåò áûòü çàïèñàí
íåêîòîðîé äèàãðàììîé ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýòîò
ãðóïïîèä G[X] ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ôàêòîðèçàöèåé ñâîáîäíîãî
ãðóïïîèäà F [X] ñ òåì æå áàçèñîì ïî íåêîòîðîé ñèñòåìå òîæäåñòâ.

Äîïóñòèì, â îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà G[X] ââåäåíî
òîæäåñòâî y = uv äëÿ y ∈ G[X] è êàêèõ-òî äâóõ ýëåìåíòîâ
u, v ∈ F [X]. Òîãäà äèàãðàììå ðàçëîæåíèÿ TX(y)G â ãðóïïîèäå G[X]
ñîîòâåòñâóþò íå ìåíåå ÷åì äâå äèàãðàììû ðàçëîæåíèÿ â ñâîáîäíîì
ãðóïïîèäå TX(u)F è T ′

X(v)F . Íà ýëåìåíòàõ èç X â G[X] âîçìîæíû
òîëüêî òîæäåñòâà âèäà x = xx. Ïðè ýòîì â ñèëó åäèíñòâåííîñòè
äèàãðàììû T ′

X(y)G è ñîâïàäåíèÿ áàçèñîâ â îáîèõ ãðóïïîèäàõ âñå
òðè äèàãðàììû èìåþò îäèíàêîâûé ñîñòàâ ìåòîê èç áàçèñà X íà
ëèñòüÿõ. Çíà÷èò ïðè âûñîòå h(y)G = 1 âîçìîæíû âàðèàíòû u = y,
v = yy è äèàãðàììû ðàçëîæåíèÿ

TX(u)F = [y], TX(v)F = [[y][y]].
Çäåñü äèàãðàììà ðàçëîæåíèÿ îïèñûâåòñÿ ñòðóêòóðîé ñêîáîê â

àëãåáðàè÷åñêîì âûðàæåíèè êîðíåâîãî ýëåìåíòà.
Äîïóñòèì, h(y)G = 2. Òîãäà ëèáî
y = ab ãäå a, b(X, a 6= b,
è âîçìîæíî òîëüêî
u = ab, v = ba, TX(u)F = [[a][b]], TX(v)F = [[b][a]],
ëèáî a = b, è âîçìîæíî u = a, v = aa ( ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåñòàíîâêè îáîçíà÷åíèé a, b).
Ïîñëåäíèé âàðèàíò ïðè a ∈ X ñîîòâåòñòâóåò ðàíåå

ðàññìîòðåííîìó äëÿ h(y)G = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ h(y)G = 2
âûïîëíåíî h(a)G = 2. Òîãäà

TX(u)F = [[p][p]], a = pp; TX(v)F = [[[p][p]][[p][p]]].
Â ëþáîì äðóãîì ñëó÷àå íàðóøèòñÿ åäèíñòâåííñòü TX(y)G .
Ââåäåì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: ïðè h(y)G < n äèàãðàììà

TX(y)G ïîëó÷àåòñÿ èç TX(u)F òîæäåñòâàìè âèäà êîììóòàòèâíîñòè
è-èëè èäåìïîòåíòíîñòè äëÿ íåêîòîðûõ îïåðàíäîâ.

Òîãäà äëÿ h(y)G = n ëèáî y = ab, ãäå h(a)G, h(b)G < n, è
âîçìîæíî òîëüêî u = ab, v = ba,

TX(u)F = [[TX(a)F ][TX(b)F ]],
TX(v)F = [[TX(b)F ][TX(a)F ]],
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ëèáî a = b, è âîçìîæíî u = a, v = aa (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåñòàíîâêè îáîçíà÷åíèé a, b).

Ïîñëåäíèé âàðèàíò ïðè h(a)G < n ñîîòâåòñòâóåò h(y)G < n.
Ñëåäîâàòåëüíî, h(a)G = n äëÿ h(y)G = n. Òîãäà

TX(u)F = [[TX(p)F ][TX(p)F ]],
TX(v)F = [[[TX(p)F ][TX(p)F ][[TX(p)F ][TX(p)F ]]],
ãäå a = pp. Â ëþáîì äðóãîì ñëó÷àå íàðóøèòñÿ åäèíñòâåííñòü

TX(y)G . Èíäóêöèÿ çàâåðøåíà
¤

6.4. Óëüòðàìåòðèêà, ñâÿçàííàÿ ñî ñõåìàìè ðàçëîæåíèÿ.
Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîñòðîåíà óëüòðàìåòðèêà, äîïóñòèìàÿ íà
ëþáîì ïðàâèëüíîì ãðóïïîèäå G = G[X] è ñîãëàñîâàííàÿ ñî
ñõåìàìè ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ â òîì ñìûñëå, ÷òî ýëåìåíòû, ñõåìû
ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò áîëüøèå èçîìîðôíûå êîðíåâûå
ïîäñõåìû, áóäóò áëèçêè.

Ïóñòü çàäàíà ñõåìà ðàçëîæåíèÿ S(y) äëÿ íåêîòîðîãî y ∈
G. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî � ãðàô òèïà äåðåâà. Ïîìåòèì ëèñòüÿ
ýòîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçëîæåíèþ ýëåìåíòàìè èç Xy.
Ïîäñõåìîé ðàçëîæåíèÿ óðîâíÿ n íàçîâåì ïîäãðàô Sn(y) ãðàôà
S(y), ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåðøèí è ñâÿçûâàþùèõ èõ ðåáåð,
ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ ïî ãðàôó äî êîðíÿ íå ïðåâîñõîäèò n. Ýòî
òàêæå ãðàô-äåðåâî, âîçìîæíî ñîäåðæàùèé íåêîòîðûå èç ìå÷åíûõ
ëèñòüåâ.

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà
ãðàôîâ ñ ÷àñòè÷íî ìå÷åíûìè âåðøèíàìè è ðåáðàìè. Åñëè
ãðóïïîèä íå êîììóòàòèâíûé, òî èçîìîðôèçì äëÿ ñõåì è ïîäñõåì
ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê äëÿ ãðàôîâ ñ ìå÷åíûìè ðåáðàìè.
Â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ðåáðà ñ÷èòàåì íå ìå÷åíûìè. Â ñëó÷àå
÷àñòè÷íîé êîììóòàòèâíîñòè ñîïðÿæåííûå ðåáðà ìå÷åíû òîëüêî
òàì, ãäå îíè ñîîòâåòñòâóþò íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèè íàä ïàðîé
ýëåìåíòîâ ãðóïïîèäà.

Ðàññìîòðèì äâà ýëåìåíòà y1, y2 ∈ G. Ââåäåì äâà îáîçíà÷åíèÿ.
n(y1, y2) � íàèáîëüøèé óðîâåíü, íà êîòîðîì ïîäñõåìû ðàçëîæåíèÿ
ýòèõ ýëåìåíòîâ èçîìîðôíû. H(y1, y2) � íàèáîëüøàÿ èç âûñîò ýòèõ
ýëåìåíòîâ.

n(y1, y2) = max{n| Sn(y1) ' Sn(y2)} (26)

H(y1, y2) = max{h(y1); h(y2)} (27)
Òîãäà ðàññòîÿíèå îïðåäåëèì ôîðìóëîé

D(y1, y2) = sign(H(y1, y2)− n(y1, y2))/(1 + n(y1, y2)) (28)
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Çàìåòèì, ÷òî H(y1, y2) ≥ n(y1, y2), è ïîýòîìó çíà÷åíèå
ðàññòîÿíèÿ íåîòðèöàòåëüíî. Îáíóëåíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè
ñîâïàäåíèè äâóõ ñõåì ðàçëîæåíèÿ ñ ìåòêàìè íà ëèñòüÿõ, êîãäà
H(y1, y2) = n(y1, y2). Íî òîãäà ñõåìû ðàçëîæåíèÿ ñîâïàäàþò è
y1 = y2. Çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, òàê êàê n(x, y) ≥ 0
è D(x, y) ≤ 1.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà â D
óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ óëüòðàìåòðèêè. Ïóñòü èìåþòñÿ
òðè ýëåìåíòà ãðóïïîèäà a, b, c ∈ G. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Åñëè n(a, c) ≥ n(a, b), òî ïî ïîñòðîåíèþ n(b, c) = n(a, b).
Åñëè n(a, c) < n(a, b), òî n(b, c) = n(a, c)
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ n(a, c) ≥ min{n(a, b); n(b, c)}, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

D(a, c) ≤ max{D(a, b); D(b, c)} (29)
Çàìåòèì, ÷òî òàê îïðåäåëåííîå ðàññòîÿíèå ñîãëàñîâàíî ñî ñõåìàìè
ðàçëîæåíèÿ:

åñëè n(a, b) > n(a, c), òî D(a, b) < D(a, c).
Êðîìå òîãî, ýòà ìåòðèêà íå òðåáóåò íà÷àëüíîãî çàäàíèÿ

ìåòðèêè íà áàçèñå ãðóïïîèäà. Çà ýòî ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü åå
äèñêðåòíîñòüþ. Ïîýòîìó ïðè òàêîé ìåòðèêå íåëüçÿ ãîâîðèòü î
íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè ãðóïïîèäà. Îäíàêî ìîæíî ñäåëàòü áîëåå
ñëàáîå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 6.3. Â ñâîáîäíîì ãðóïïîèäå ìåòðèêà D
óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè ïî îïåðàöèè ãðóïïîèäà:

åñëè D(a, x) ≤ D(a, p), D(b, y) ≤ D(b, q),
òî D(ab, xy) ≤ D(ab, pq).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì
N(x, y) = n(x, y) åñëè n(x, y) < H(x, y) | ∞ èíà÷å.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∞+ 1 = ∞; 1/∞ = 0. Òîãäà èç (28) ñëåäóåò
D(x, y) = 1/(1 + N(x, y)). (30)

Ñõåìà ðàçëîæåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåòñÿ èç èõ ñõåì
ïðèñîåäèíåíèåì ê îáùåìó êîðíþ ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè ñîìíîæèòåëè êîììóòèðóþò, òî ìåòêè íà íîâûõ ðåáðàõ íå
ñòàâÿòñÿ. Åñëè ñîìíîæèòåëè ñîâïàäàþò è èäåìïîòåíòíû, òî íîâóþ
ñõåìó íàäî çàìåíèòü èõ îáùåé èñõîäíîé ñõåìîé. Ïîýòîìó ëåãêî
âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð (a, b) è (u, v) íå èäåìïîòåíòíûõ
è íå êîììóòàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ïðàâèëüíîãî ãðóïïîèäà âåðíî
ðàâåíñòâî

N(ab, uv) = 1 + min{N(a, u); N(b, v)} (31)
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Òîãäà èç óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò N(a, x) ≥ N(a, p), N(b, y) ≥
N(b, q), N(ab, xy) ≥ N(ab, pq). Ïåðåõîäÿ ê îáðàòíûì âåëè÷èíàì,
äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèå. ¤
Çàìå÷àíèå. Äëÿ ãðóïïîèäîâ ñ (÷àñòè÷íîé) èäåìïîòåíòíîñòüþ
ýëåìåíòîâ ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ìåòðèêè ïî îïåðàöèè
ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü â
èäåìïîòåíòíîì ïðàâèëüíîì ãðóïïîèäå G[a, b, c, d, f, g] çàäàíû òðè
ïàðû ýëåìåíòîâ: (ab, ab), (cd, fg), (a, b). Òîãäà

D(ab, cd) = 1/2; D(ab, fg) = 1/2; D(ab, a) = 1; D(ab, b) = 1.
Äëÿ ïðîèçâåäåíèé ÷ëåíîâ ýòèõ ïàð ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè

íàðóøàåòñÿ. Â ñèëó èäåìïîòåíòíîñòè u = (ab)(ab) = ab è ïîýòîìó
D(u, (cd)(fg)) = 1/2; D(u, ab) = 0.
Åñëè áû íå áûëî èäåìïîòåíòíîñòè, òî ìîíîòîííîñòü èìåëà áû

ìåñòî:
D((ab)(ab), (cd)(fg)) = 1/3; D((ab)(ab), ab) = 1/2.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïðàâèëüíîãî íèãäå íå èäåìïîòåíòíîãî ãðóïïîèäà
âòîðîå íåðàâåíñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6.3 çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè
ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà âåðíû äëÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê p, q,
êîòîðûå äîïóñêàåò êîììóòàòèâíîñòü, ïðè íåêîòîðîé äîïóñòèìîé
ïåðåñòàíîâêå x, y.

7. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ

Ââåäåííûå âûøå íà ãðóïïîèäàõ îáúåêòû ãåîìåòðè÷åñêîãî
òèïà, îáðàçóþùèå ïîëóìîäóëÿðíûå ðåøåòêè, ñóùåñòâóþò è íà
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ áîëåå îáùåãî âèäà. Êðàòêî îïèøåì
ñîîòâòñòâóþùóþ êîíñòðóêöèþ.
7.1. Ïðàâèëüíûå àëãåáðû è èõ ïîäàëãåáðû. Ïîä
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A = (U, F ) áóäåì ïîíèìàòü, êàê
îáû÷íî [1], ìíîæåñòâî U , âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå, íà êîòîðîì
îïðåäåëåíû íåñêîëüêî îïåðàöèé âèäà f : U×n → U , îáðàçóþùèõ
ìíîæåñòâî F . Ïàðàìåòð n = n(f), f ∈ F ìîæåò áûòü ëþáûì
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì èëè íóëåì è ïðèíèìàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ
äëÿ ðàçíûõ îïåðàöèé f . Îïåðàöèÿ f íàçûâàåòñÿ n-àðíîé, à ñàìî
çíà÷åíèå n � àðíîñòüþ îïåðàöèè f . Ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ
íîñèòåëåì, à ñîâîêóïíîñòü îïåðàöèé F� ôóíäàìåíòàëüíûì
ìíîæåñòâîì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ñëåäóÿ [2], ïîä íóëü-àðíîé îïåðàöèåé áóäåì ïîíèìàòü âûäåëåíèå
íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x ∈ U , ïðè÷åì x ñ÷èòàåòñÿ åäèíñòâåííûì
çíà÷åíèåì ýòîé îïåðàöèè.
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Îïðåäåëèì ïðàâèëüíóþ àëãåáðó, êàê àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, â
êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1) Óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
x ∈ U èìååòñÿ íå áîëåå îäíîãî (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ
yi) êîðòåæà

m = (f ; y1, ..., yn), n > 0, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî
M = {y1; ...; yn} ⊂ U, M 6= {x}, M 6= ∅, f ∈ F, n(f) = n,
êîòîðûé äàåò ïðåäñòàâëåíèå x â ôîðìå

x = f(y1, ..., yn). (32)
Åñëè ýëåìåíò x íå èìååò òàêîãî ïðåäñòâëåíèÿ, îí íàçûâàåòñÿ

íåðàçëîæèìûì, à, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, � ðàçëîæèìûì.
2) Óñëîâèå ïîðîæäåíèÿ. Âñå ìíîæåñòâî U ïîðîæäåíî îïåðàöèÿìè

âèäà (32), ïðèíàäëåæàùèìè F , èç ïîäìíîæåñòâà íåðàçëîæèìûõ
ýëåìåíòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâèëüíûõ àëãåáðàõ íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé
íà íóëü-àðíûå îïåðàöèè, êîòîðûå èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ
óñëîâèåì M 6= ∅.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè êàæäîãî
ðàçëîæèìîãî ýëåìåíòà âûáðàí îïðåäåëåííûé ïîðÿäîê îïåðàíäîâ.
Ýòî íå óìåíüøàåò îáùíîñòè. Íàïðèìåð, ìîæíî ëèíåéíî
óïîðÿäî÷èòü âñå ýëåìåíòû àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, è â ñëó÷àå
íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê îïåðàíäîâ â ðàçëîæåíèè
(32) íåêîòîðîãî ýëåìåíòà èñïîëüçîâàòü ìèíèìàëüíûé âîçìîæíûé
ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê.

Îáîçíà÷èì A(X) ïîäñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A,
ïîðîæäåííóþ îïåðàöèÿìè èç F íàä ìíîæåñòâîì X. Åñëè X
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîäìíîæåñòâîì, ïîðîæäàþùèì A(X),
òî íàçîâåì åãî áàçèñîì ïîäàëãåáðû, è ïîäàëãåáðó áóäåì
îáîçíà÷àòü A[X]. Â ïðàâèëüíîé àëãåáðå áàçèñ ëþáîé ïîäàëãåáðû
åäèíñòâåííûé. Îí ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, íåðàçëîæèìûõ â äàííîé
ïîäàëãåáðå. ×èñëî ýëåìåíòîâ áàçèñà íàçîâåì ðàíãîì ïîäàëãåáðû è
îáîçíà÷èì r(A[X]) = #X.

Ïîäàëãåáðà êîíå÷íîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé, åñëè íåò
ïîäàëãåáðû íå ïðåâîñõîäÿùåãî ðàíãà, ñòðîãî ñîäåðæàùåé åå.
Ñàìà ïðàâèëüíàÿ àëãåáðà òàêæå áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ñâîåé ïëîñêîé
ïîäàëãåáðîé, åñëè èìååò êîíå÷íûé ðàíã.

Âñå òåîðåìû äëÿ ïðàâèëüíûõ ãðóïïîèäîâ è èõ (ïëîñêèõ)
ïîäãðóïïîèäîâ ïåðåíîñÿòñÿ íà ïðàâèëüíûå àëãåáðû è èõ (ïëîñêèå)
ïîäàëãåáðû ñ åñòåñòâåííûìè ïåðåôîðìóëèðîâêàìè.

Äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì òàêæå ìîæíî ñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå
â ôîðìå ãðàôîâ àëãåáðû [2] èëè ñõåì è äèàãðàìì ðàçëîæåíèÿ

49



ýëåìåíòîâ. Òàêæå, êàê è â ñëó÷àå ãðóïïîèäîâ, ýòî ãðàôû ñ
ìå÷åííûìè ðåáðàìè. Â êà÷åñòâå ìåòêè ðåáðà â îáùåì ñëó÷àå íàäî
èñïîëüçîâàòü çíàê îïåðàöèè f è íîìåð i îïåðàíäà yi â íåé. Ñàì
îïåðàíä yi ïîìå÷àåò â äèàãðàììå ðàçëîæåíèÿ èñõîäíóþ âåðøèíó
ðåáðà. Â ñõåìàõ ðàçëîæåíèÿ âåðøèíû îñòàþòñÿ íå ìå÷åííûìè.

7.2. Âëîæåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû â ãðóïïîèä. Äëÿ
ëþáîé ïðàâèëüíîé àëãåáðû ìîæíî îïðåäåëèòü âëîæåíèå â
íåêîòîðûé ñâîáîäíûé ãðóïïîèä, òàê, ÷òî êàæäàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
îïåðàöèÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âûðàæåíèþ â ãðóïïîèäå. Òîãäà
ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå, êàê ñóïåðïîçèöèÿ îïåðàöèé,
òàêæå îòîáðàçèòñÿ â íåêîòîðîå âûðàæåíèå â ãðóïïîèäå. Ïðè ýòîì,
îäíîìó ýëåìåíòó ïðàâèëüíîé àëãåáðû áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèí
ýëåìåíò ãðóïïîèäà.

Íàçîâåì ñèíòàêñè÷åñêèì îáðàçîì ïðàâèëüíîé àëãåáðû A[X] =
A = (U, F ) îòîáðàæåíèå H = HA : U → G ãäå G � ñâîáîäíûé
ãðóïïîèä G = G[X ∪ F ], çàäàííîå ñëåäóþùåé ðåêóððåíòíîé
ôîðìóëîé.

Åñëè x ∈ X òî
H(x) = x ∈ G. (33)

Åñëè x = f(y1, ..., yn), òî

H(x) = f(H(y1)(...(H(yn−1)H(yn))...)) ∈ G. (34)

Â ñèíòàêñè÷åñêîì îáðàçå èñïîëüçîâàíà ïðàâàÿ ãðóïïèðîâêà ñêîáîê.
Ðåêóððåíòíîå îïðåäåëåíèå ñèíòàêñè÷åñêîãî îáðàçà îïðåäåëÿåò è

âûñîòó ýëåìåíòà ïðàâèëüíîé àëãåáðû íàä áàçèñîì.
Ýëåìåíòû x âûñîòû 1 ïðèíàäëåæàò áàçèñó X è îòîáðàæàþòñÿ â

îäíîèìåííûå ýëåìåíòû áàçèñà ãðóïïîèäà.
Ýëåìåíòû y âûñîòû 2 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû áàçèñà

ôîðìóëàìè âèäà
y = f(x1, ..., xn), f ∈ F ; n(f) = n, x1, ..., xn ∈ X
è îòîáðàæàþòñÿ â ýëåìåíòû ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà âèäà

H(y) = f(x1(...(xn−1xn)...)) ∈ G. (35)

Çàìåòèì, ÷òî èõ îáðàçû â ãðóïïîèäå èìåþò âûñîòó n + 1.
Äàëåå, âûñîòà íàðàùèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå (34), ïðè÷åì â

âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà âûñîòû h âõîäèò õîòÿ áû îäèí
ýëåìåíò âûñîòû h − 1 è íå âõîäÿò ýëåìåíòû áîëüøåé âûñîòû.
Âûñîòà ñèíòàêñè÷åñêîãî îáðàçà ýëåìåíòà ïðàâèëüíîé àëãåáðû
îòíîñèòåëüíî áàçèñà ãðóïïîèäà âñåãäà âûøå âûñîòû ñàìîãî
ýëåìåíòà.
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Â ñèëó óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â A, ñèíòàêñè÷åñêèé
îáðàç ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Çàìåòèì, ÷òî ýòî âñåãäà íå áèåêöèÿ,
è ìíîãèì ýëåìåíòàì ãðóïïîèäà â ñèíòàêñè÷åñêîì îáðàçå íå
ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò àëãåáðû. Ñèíòàêñè÷åñêèé îáðàç ïîäàëãåáðû
â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîèäîì.

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó. Êàêèå ïîäìíîæåñòâà ñâîáîäíîãî
ãðóïïîèäà ìîãóò áûòü ñèíòàêñè÷åñêèì îáðàçîì íåêîòîðîé
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû?

Íàçîâåì ñèñòåìíûì ïîäìíîæåñòâîì C(P, Q, m) ñâîáîäíîãî
ãðóïïîèäà G[X] ãäå P,Q ⊂ X; P ∩ Q = ∅; m :
Q → N (îòîáðàæåíèå â íàòóðàëüíûé ðÿä), èíäóêòèâíûé
ïðåäåë ñëåäóþùåé ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòîâ
ïîäìíîæåñòâà.

1. P ⊂ C(P, Q, m).
2. Åñëè q ∈ Q; n = m(q); y1, ..., yn ∈ C(P, Q,m) òî
q(y1(y2(...(yn−1yn)...))) ∈ C(P, Q,m).
Äëÿ ýëåìåíòà y ñèñòåìíîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëåíà âûñîòà h(y),

ðàâíàÿ ÷èñëó èòåððàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîðîæäåíèÿ ýòîãî
ýëåìåíòà.
Ïðåäëîæåíèå 7.1. Ïîäìíîæåñòâî ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà
ÿâëÿåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêèì îáðàçîì ïðàâèëüíîé àëãåáðû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñèñòåìíîå.
Äîêàçàòåëüñòâî. íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
ñèíòàêñè÷åñêîãî îáðàçà, ïîñêîëüêó ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà (34)
çàäàåò ñèñòåìíîå ìíîæåñòâî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ïîñòðîèì ïðàâèëüíóþ
àëãåáðó A = (U, F ), äëÿ êîòîðîé îïðåäåëåííîå âûøå ñèñòåìíîå
ìíîæåñòâî C(P, Q, m) áóäåò ñèíòàêñè÷åñêèì îáðàçîì. Ïîëîæèì
F = Q; U = C(P, Q,m). Àðíîñòüþ îïåðàöèè q ∈ F ïîëîæèì
n = m(q). Åñëè y1, ..., yn ∈ U , òî îïðåäåëèì

q(y1, ..., yn) = q(y1(y2(...(yn−1yn)...))) ∈ U .
Íåðàçëîæèìûìè ýëåìåíòàìè ýòîé àëãåáðû ÿâëÿþñÿ ýëåìåíòû

P . È îíè ïîðîæäàþò âñå U îïåðàöèÿìè èç F ïî îïðåäåëåíèþ
ñèñòåìíîãî ìíîæåñòâà. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ.
Èíäóêöèÿ ïî âûñîòå ýëåìåíòà h(y), y ∈ C(P, Q,m).

Åñëè h(y) = 1, òî y ∈ P è íåðàçëîæèì. Åñëè h(y) = 2, òî äëÿ
íåêîòîðûõ x1, ..., xn ∈ P ; q ∈ F ; n = m(q)

y = q(x1, ..., xn) = q(x1(x2(...(xn−1xn)...))) ∈ U .
Åñëè èìååòñÿ âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå
y = q′(x′1, ..., x

′
n′) = q′(x′1(x

′
2(...(x

′
n−1x

′
n)...))) ∈ U ,

òî q(x1(x2(...(xn−1xn)...))) = q′(x′1(x
′
2(...(x

′
n−1x

′
n)...)))
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îòêóäà ñëåäóåò ïîñèìâëüíîå ñîâïàäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ
ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà, à òîãäà îáà ïðåäñòàâëåíèÿ ñîâïàäàþò.

Äîïóñòèì, äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ñ h(y) ≤ k − 1 äîêàçàíà
åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ. Òîãäà äëÿ ýëåìåíòà y, h(y) = k
èìååòñÿ ðàçëîæåíèå

y = q(y1, ..., yn) = q(y1(y2(...(yn−1yn)...))); h(yi < k, i = 1, ..., n.
Íî òîãäà ëþáîå äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå äàñò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà

òîò æå ýëåìåíò ñâîáîäíîãî ãðóïïîèäà, òî åñòü ïîñèìâîëüíî
ñîâïàäåò ñ äàííûì. Èíäóêöèÿ çàâåðøåíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåíà ïðàâèëüíàÿ àëãåáðà. Åå
ñèíòàêñè÷åñêèé îáðàç çàäàåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì
â ïîäãðóïïîèä G[P ∪Q], è ñîâïàäàåò ñ C(P,Q, m). ¤

Ñëåäñòâèå 3. Äâå ïðàâèëüíûå àëãåáðû, èìåþùèå îäèíàêîâûé
ñèíòàêñè÷åñêèé îáðàç, èçîìîðôíû.

Äåéñòâèòåëüíî, îáå îíè èçîìîðôíû àëãåáðå, ïîñòðîåííîé â
ïðåäëîæåíèè 7.1 ïî èõ ñèíòàêñè÷åñêîìó îáðàçó, êàê ïî ñèñòåìíîìó
ìíîæåñòâó.

Çàìåòèì, ÷òî èçîìîðôíûå ïðàâèëüíûå àëãåáðû ìîãóò èìåòü
ôîðìàëüíî ðàçíûå ñèíòàêñè÷åñêèå îáðàçû, íàïðèìåð, åñëè ó íèõ
ïî-ðàçíîìó îáîçíà÷åíû îïåðàöèè èëè ýëåìåíòû áàçèñà.

7.3. Ñèíòàêñè÷åñêèå îáðàçû ïëîñêèõ ïîäàëãåáð. Ïóñòü äàíà
ïðàâèëüíàÿ àëãåáðà A = (U, F ) ñ áàçèñîì X, è M ⊂ U � íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî íà åå íîñèòåëå U , à G = G[F ∪ X] � ãðóïïîèä,
â êîòîðîì ñòðîèòñÿ ñèíòàêñè÷åñêèé îáðàç ýòîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû.

Òîãäà îáîçíà÷èì g(M) ìèíèìàëüíûé ïîäãðóïïîèä âèäà G[F ∪Y ],
ñîäåðæàùèé ñèíòàêñè÷åñêèå îáðàçû ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâà M ,
ãäå Y ⊂ U .

Îáîçíà÷èì q(M) ìèíèìàëüíûé ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä âèäà G[F ∪
Y ], ñîäåðæàùèé ñèíòàêñè÷åñêèé îáðàç ïîäìíîæåñòâà M ⊂ U , ãäå
Y ⊂ U .

Åñëè çàäàíî ïîäìíîæåñòâî ãðóïïîèäà P ⊂ G, òî ÷åðåç a(P ) ⊂ U
îáîçíà÷èì åãî ïðîîáðàç â àëãåáðå A.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîäàëãåáðû A′ ïðàâèëüíîé àëãåáðû A[X],
îáîçíà÷èì UA′ .
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Ïðåäëîæåíèå 7.2. Îïåðàòîðû g, q, a ìîæíî îïðåäåëèòü
ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè.

g(M) = G(F ∪H(M)) = G(F ∪ {H(y)|y ∈ M}); (36)
q(M) = G(F ∪H(M)); (37)
a(P ) = H−1(P ) = H−1({z|z ∈ P}) = {y|H(y) ∈ P}. (38)

Â îáùåì ñëó÷àå
H(M) ⊂ g(M) ⊂ q(M); (39)
a(P ) ⊂ a(G(P )) ⊂ a(G(P )). (40)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîäàëãåáð ïðàâèëüíîé àëãåáðû:
UA(Y ) = a(H(UA[Y ])) ⊂ a(g(UA[Y ])) ⊂ G(F ∪H(Y )) ⊂ a(q(UA[Y ])).

(41)
Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî âûðàæåíèå
äëÿ q(M), ïîñêîëüêó äðóãèå ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü g(M) = G[F ∪ Y ]. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî F âõîäèò â áàçèñ
G, òî åãî ýëåìåíòû íåðàçëîæèìû è äîëæíû âîéòè â áàçèñ ëþáîãî
ïîäãðóïïîèäà, ñîäåðæàùåãî g(M), â ÷àñòíîñòè, � â áàçèñ q(M).
Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

q(M) = G[F ∪W ]; G(F ∪H(M)) = G[F ∪ Y ′],
ãäå W,Y ′ ⊂ G \ F . Íî òîãäà ïëîñêèé ïîäãðóïïîèä

G(F ∪H(M)) óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ ïîäãðóïïîèäà q(M).
Òàê êàê ïåðåñå÷åíèå ïëîñêèõ ïîäãðóïïîèäîâ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì
ïîäãðóïïîèäîì ðàíãà íå áîëüøåãî ÷åì ó êàæäîãî èç èñõîäíûõ, òî
çíà÷åíèå q(M) åäèíñòâåííî. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ¤
Ïðåäëîæåíèå 7.3. Åñëè A′ � ïîäàëãåáðà ïðàâèëüíîé àëãåáðû, òî

r(q(UA′)) ≤ r(g(UA′)) ≤ r(A′) + #F

Íåðàâåíñòâà ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñ ó÷åòåîì
ðàâåíñòâ

g(UA[Y ]) = G(F ∪H(UA[Y ])) = G(F ∪H(Y )) (42)
Ïðåäëîæåíèå 7.4. Åñëè x ∈ U, x = f(y1, ..., yn), f ∈ F , òî â
ãðóïïîèäå G[X ∪ F ] èìååòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ âûñîò ýëåìåíòîâ:
h(H(x)) > h(H(yi)), i = 1 . . . n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ è ïî
ðåêóðåíòíîé ôîðìóëå (34) âåðíî ðàâåíñòâî

h(H(x)) = n + max{h(H(y1)); . . . ; h(H(yn))} (43)
¤
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Ïðåäëîæåíèå 7.5. Åñëè A[Y ] ïîäàëãåáðà ïðàâèëüíîé àëãåáðû
A[X] òî

UA[Y ] = a(g(UA[Y ])). (44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ñóùåñòâóåò x ∈ a(q(UA[Y ])) \ UA[Y ].
Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ýëåìåíò íå ìîæåò èìåòü ñèíòàêñè÷åñêîãî îáðàçà.
Èíäóêöèÿ ïî çíà÷åíèþ âûñîòû ñèíòàêñè÷åñêîãî îáðàçà h(H(x)).
Ïóñòü h(H(x)) = 1. Òîãäà x ∈ X è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Y .
Ñëåäîâàòåëíî, x ∈ UA[Y ]. Çíà÷èò, h(H(x)) > 1. Ïóñòü äîêàçàíî,
÷òî h(H(x)) > k − 1 (ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè). Ïðåäïîëîæèì
h(H(x)) = k. Òîãäà èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå (34), x =
f(y1, ..., yn). Òîãäà, ïî ïðåäëîæåíèþ 7.4 è ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè âñå y1, . . . , yn ∈ UA[Y ], íî òîãäà x ∈ UA[Y ]. Èíäóêöèÿ
çàâåðøåíà. ¤

Ïðåäëîæåíèå 7.6. Ïîäàëãåáðà A[Y ] ïðàâèëüíîé àëãåáðû A[X]
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A[Y ] = a(g(UA[Y ])) = a(q(UA[Y ])). (45)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7.5 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
íåîáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîòü óñëîâèÿ UA[Y ] = a(q(UA[Y ])).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A[Y ] � ïëîñêàÿ ïîäàëãåáðà â A[X].
Îáîçíà÷èì G[F ∪ Z] = q(UA[Y ]), ãäå Z ⊂ U . Òîãäà #Z ≤ #Y
è UA[Y ] ⊂ UA(Z). Ñëåäîâàòåëüíî, Y ⊂ UA[Z]. Â ñèëó óñëîâèÿ
åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ, åñëè Z 6= Y , òî A[Y ] íå ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêîé àëãåáðîé. Çíà÷èò Z = Y . Òîãäà q(UA[Y ]) = G(F ∪ Y ). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî a(q(UA[Y ])) = UA[Y ].

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ïîäàëãåáðà A[Z] íå ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêîé. Òîãäà åå ìîæíî ñòðîãî ðàñøèðèòü äî ïëîñêîé ïîäàëãåáðû
A[W ], #W ≤ #Z. q(UA[Z]) ⊂ q(UA[W ]); Íî,ïîñêîëüêó q(UA[Z])
ïëîñêàÿ ïîäàëãåáðà, è r(q(UA[Z])) ≤ r(q(UA[W ])), òî q(UA[Z]) =
q(UA[W ]). Íî òîãäà a(q(UA[Z])) \ UA[Z] 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
a(q(UA[Y ])) = UA[Y ], òî A[Y ] ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé àëãåáðîé. ¤

Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî
ïëîñêèõ ïîäàëãåáð â òåðìèíàõ ñèíòàêñè÷åñêîãî îáðàçà ïðàâèëüíîé
àëãåáðû.
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