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�������"(�����#���������.�-���.�����.���.
���,�����T	6������.V������.
��� A ��2 1 ����������+ � -��������!i���)+���������?%���&#�����?��c�����)�,�6��.��,���������0�B����?�.��������&��2�8 : ���
#�����?��9*�+�2�

� � -����?�*��,����.6�W�6����(�.6*������T�����
�������c���R+���.�������

������+���

�,.>��.
��.�?����R����*�����+�. * -�����c�J	��K�����,����������� 1 �W����.����@�B	�*�����.V��!;����.6��������� 1 ����*6*f#�!"��.6����2����g�a��.)��.
(��
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L�_ ∈ `�&�����������'��
_$��
������$��L���NB����`�?A���
.
�
�$!������
'���"�#�L��$�%�$�����
. a, b, ... ��( M '����%���
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(�����&�������'0� { a, b, ...} ?e�;���D�%����NB�$'���.
���
.
L
�
����'��
&���'���"����%����N~��'���.
� M ,�&�����(�������'$)/.
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	���
������ ���������
������� A � � �!�����"�
�#����� M $&% ������'����(��)���*#���
+ � -
�#���#, A\M;

-�� ."����/0
�13254
�64
1�
�78�����
."����/0
�13254 � ��������-#�6���������
������� M $�% ��� � -
'����9��)���*#���3+����#���#, 2M $ ��� % +����:*#��;�<��
= A ⊂ M '����������
<�>�=����:*#��;�<��
<
A ∈ 2M;

� � �#?@����A
43
���
������  M × N ���������
����� M < N $ ��B ��B����������
�������C;��
'
M × N =€{(x, y)x ∈ M & y ∈ N};

�
� ."����/D
�1
2543� NM ��25��EF?@G�/D
�����H IKJ&L�� %�M <�N��C<�* M � N $ ��B ��B
NM = {ff: M → N}.

O )�P�+����Q���!�3�#���  x∈M ;�<�R"L�� x∉M <0��B � B�SCP:;�'�<���� � <��UT#��<
��;���'�� M <�<(����>�= % �5� % �3+��3�#�����V����;�����<�������<�,WIX�
�VB $ ����;�'�<��!��' $�Y �
��<�+ $[Z3\�]�^ �_B` ��'�����>�=������6;�����,���<��Q�!�����"�
�#����� $"% � % �
���#����,ba(�
-#�0<�*6T
>��
���
������� $�!���"�#�C)�Pc��=C<������#'�;�'��#��<�'���������� $ ����;�'�<����#' $d% � % �������"�
�#�����0���
�3ef�#�
'�����< M
� ��������N % ��<�-#< $ ���
�
e8;��3�#+�<���� % � � ��������N % L�+��g;��
� % � $ ���
�
eh*#���
* �i$ ���
�
e8����- � ->����kj[���"<�<�e6<6��B ;&Bml"�
>�=�*n,h�
-#�h<������#'�;�'��#��<�'������
��= % � % �������"�
�#�����6���
�
e % � -;��3>�=g� � % �
����� $ <�)�� % ��;�>�,o��� % ��;�>�<6�k� % �
�����p���p��� � �
>��
��� $ ���g����-n'�����<�+��
��� $���
�
ekT
>��
���
�����
'���Pqe +����#��< Mi$ <�)�� ����<8��*#��<�����;�'��
��'���a(�3r5���#, <h���g����e�� � ,����#,�sL��#����N�+�<������C� � ������,b��<�<&B

t '������f;�����,���<�,u�������"�
�#�����v��Pw)�L � �
�x;�'�� � ;���>���-#�3��=v<�*����3�#����Pq�;�����,���<��h���
a(�
�������
������-��Q+�<��
>�� $ �������"�
�#�����y���
�
e0�#����� � �3'�����Pze0���
a(�
�#����� � -
��Pzeh+�<��
�
>6��)���*#���
+�<�� R B t ��>�=8� % ��'��6*#� � ����P9T#��<{��)�|�� % ��P $ ���6��P9<����
�
�
;�'������ % �����#�
'�L�<�'������
��=}<�*s��<�eo;�'���<�*#��� � ��Pz�5��)�|�� % ��P $ ����;�'�<����#' $ ������)�'��
� � -
��<�� f: A → B ���������3�#����� ~ ���}�������"�
�#����� B <�>�<g������)�'��3���
��<�� g: C → R
<�*p�!�����"�
�#�����h�����h�������"�
�#�����6���
a(�
�#�����
����Pze6+�<��
�
>�B!I ` ��'�����>�=����6;��#'������
�
�#��=(��� % ������'����5;�� � ���������3�#����� f ⊂ A × B $ - � � A × B ��� ;�'���<�*#��� � �
��<��
�
;��3'�Py���������
����� $ ���}��P{���V�#�������3�C*#����<����
��=��#,"��� % <���<5L�����+�� � ��<�,b��<&B �� �3������R(�h'����3�
�����
'��
��<��6)�L � �#�y;�'���<�*���� � <���=���, % � % )�P���'���*�L���� ��
'��
��,"L�'�������,���<&B �(
K?�4���HV��?���4

������ % ��- � �(�!P���<�+��
-#� $i% '������ G�E�1
2@?�G���25�������
.�����/0
�13254
G  M < 43
��(
�1
254

������[7{����1�
n	 R $ ���k<����
�
��<{�3>��������C���h*#�����3�sB� ����� L�'������
��= '����3�
�����
'��
��<�, ��P )�L � �
� ����*�Pz���
��= ���3��'��#��< % ����!�����"�
�#�����3����Pq�xIX<�����- � � � ����;�� >�� -#< +��
� % <���� $ ;���� % ��>�= % L���� % �
,�����>�=������#��='��#+�<g)�L � �#�"��;�'�� � � �������nB� G01_	�
��_�&�"�(
_.���?���4
��
 ��P $"% '������ M < R $ �#+�<������
�:*#� � ������Pq��<
�
a(� 25�����3	����#��� $ ��B ��B % � % ��������� T ⊂ 2M $ < ��	�G�������132W� $ ��B ��B % � % ���������
F ⊂ RM B l�� T#����� L�'�������� ����*���< % �3r5� ��� % <�� ���#'���<���P $ % � %
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������������ ���������� ���!�"������ #�
����� �
������$ �%������
������%���
������� ������&�������	��
�����
���
���%����������'�( *) #+)-,	 ��� .��
���%�����"/��01���������2����� 0

-%��� �"3�������4�	��
�����
�����!*"����*56 �� #�� !�� ��� 7���� �������3��!��(������� �	� 
���� 
�� ��!*" ���*58����� ���� �5

�� 7���� ��������).9:�*;3��<= �����
���<1�� ��������� ���! "������� ��>�� ��������� ��$<?�A@� ����B�2��
���%��*C

����������� �
 � ����<�)

D3E3FHGHI�FKJ�IMLON�GHP*Q�R*I ����#���!*���� ���!�"����'�$7��� ������S������������0T���(��;3�.��# �
-
���
����U�

+”: M × M → M
�U� .“ : R × M → M

�V������0T%�������0T�'��%����� ���
�����W
�� �
����� X�Y
���W��(Z[�����]\^�'��!*� ����W ����<����V�����]\:�'����� �	��� ����<���_M)B`a@$ ����B�U �
��� �"����B�
��
���%��*Cb�� �������<� ���<*�B����#�
�������
��B��%���!�������%��c�X�����4�$ �
���<(��!��O��#���
�����!�"�����<( �� �

-
���<.�� ��������� ���! " ������ ��+)

d-e+f�g.h	i�jBkHiBlcjnm�o�p-qBr�o q pHlts-u�p�vBw:r�x
y*z|{Yz-}�~/�����c�������+���*���.�+�����	���*�

��#���
����	��7���0T����!�<(�����3�����c
����������� �
������*<(���/%������( �
����(��
���%���<����
�X!���%���0T�����Y���� 3��!�<(����� PYF.R*P*�3I�R*��I�G	P*�*E���PMG��+�*��E )�,	 ��(�� ������K�������'��%�<�� 0

-%����� ���%��b@�!��������� ��
x
�

y
����������\:���� �%��

M
��#���@� ������������t<�%�!�<��� ���<

���*������
���0T���n��!*������%��������� ���0T���U�� ������K����������)H�t�����n�������� O�	�����Y
���
���%��� �"
 �
��3
���������%����������� ��]@� ������.�� �� � �3������<� 

“< ��¡¢�� ������3������� £ FHGHP�¤�P�¤�P.��P¥G��+�*��E
;

“≤”  — 
�� ������K������� �XG	I��Y��P¥G��+�*��E�¦

“ § ” —
�� ������3������� ¨ P*��E ¨ J�R�P�¤XP £M¨ I��*P*Q�E*R*���

.© ��
�%����&���� ������������� �
���7����cZ  (x < y &  y < x))
���3#��� ����B�c�n� �

-
����	!*��������%����ªZ  x < x
_��� �
������X�� ���%����«Z

x < y & y < z ⇒ x < z
_¥)c¬� ���
����


����	!*��������%����U�� �
��������� ���%����*�	�(������\^���� �%��n@�!*�������� ���%*�V��!Y<n���� ���
�0��­%��$
����
x ≤ y &   y ≤ x

�+%���
�"���
����� ��$</�� 
x = y

���c�*��!*���K�������� �0���)�9� ������3�������'! �
-����!�"�����������!*������%�������<­���� ����������4�$ �
���7����*�����(�Y����%�!*�$ �%���
*<��� ­�������������n!����3"

¨ P*��E ¨ J�R�P*®&FHGHE�R�¯���F.� Q R*P £ F.�
:

( )( )∀ ∀ ∀
∃ ∨ ∃

⇒ ⇒








x y z

( p p x& p y & p z q  x q &

y q & z q) x y & y z x z

p p p p
p p p p p .

(2.1.1)

° ������!�"���������!*�$����%��������S����\:���2%�%������* �"=�±����������!*"����2������7����²�����4��������
���<
�� ������K�������3�� �
��������X�c#���
*<������'�3�� ������3���������=��!*�������� ��

a b Z8%���
������� /�� �� � -�K������<' ���!*��
����� ������� ���_��+���/��02���K�$ ����������*��!��*��!�<� �"��$</%/@$ ��U ����������� ��OZ © �
-�4������%*�c³�´Yµ�¶*�(³�´*¶�·�_¥) © 
���%��$�����¸!���7��3�¹����������!�"�����%����� �
����4�� ������� ���7����������
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��&�����/0�1&�2 3 )����4+ 5 ”.6 �7���8�9� :;#=<>#=<�#�?@	��
	���	1��A�����&������8��	���!��
	�"1����B���&�����������/0C1)���&���2
(
"�	�DE��� 1 < 2, 3 < π < 8< π2 ����# �F#HG���	@&��I�
	�D����1� 	 ��!��
	�"�#6 �7���8�9� :;#=<�# :J#LK�"�&I�
	��M���N�������
��	���!��
"��O3���	���2�������	���!�����	�����	�� � -�
���P��"�2�Q@)�������! ⊂ �M��	�R7��&�����(J�I&�2��O����&�&I���I�����
���I��.���D�	1"���"SA��I�
�����
	������ 2M.T &����M	��U�
��2���('��&�2�� A, B, C ⊂ M � A ⊂ B, B ⊂ C, ��	V��	�W�2����M��������	��������	�(�)���	 A ⊂ C # 6 ��� W���	�� A ⊂ B & B ⊂ A ⇒ A = B (F��	�W���	��X3Y�
� 	 -DE���1	�����	���������� ⊂ ����A�/0���IQ@�S���1�������
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	������������,��	��
��� 	 ��!��
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����&�����3����p��	�)
"�� y �q���
�qW���	��3�D�2�	���	��r�
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"������ x � y�M����.��h� 180° #
u*	�Dl�
�P�
2H!h��	�)
��" x, y � z (;��� A -����2�������/0C 3�D�2����M� ��	 120° �����
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	 x 5  z.v ����	����������12�	�"���2�.���	�D�	 &�2����
	���������! ���4�
	�2 R -�
	P�������
���M������	@&�	�������R��I��.'����"��
�'A����M"���3H��/0�'�
� " 2�/�#
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W �X/ !)� J�Y �$*���� W � G �ZQH���)+�����!)�$��,)��� - *������&��� � -�[�M
��U
��U
N\P
��U
�� ]L.�+��S*�� - ����.�����C^���_!$���$3�/�0`!
a�b$c�d�e�f)gDh=i$f�j�j�k	lmaonZd4h=fpnHd�f�i �(qr� J !)�$�������*���� - !$���)� - !)+���Vs+����$�&�$��� W ���)t����O+��$'���9 - � � -.X/40u1#���=.�+��v+���/4!$�����&�D!)�$�&�$!������ - W ��C�*������ � -�����

���������	� 
���
�� w��Txy!$���DC��&���������
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*�� J �&��t W ��/�����+���t W ����/ - z = x2 + y2 -
+�����"#������t

(0,0,0)
�Zz�/�.��$�?�&9 - ����!),�*��L! � -W ���{/ W ����/ - /O+ W �D'|.���tO!)��� W ���=}|!)����"#�$�����

“≤ ~ K +�+���.����&�����Z����� / ����t

( ) ( )
( ) ( )

x  y  z x  y  z

z z x x y y

1 1 1 2 2 2

2 1 2 1

, , , ,

,

≤ ⇔

− ≥ − + −2 1
2 2

J +�� J ��! -�J ��!)����"#�$�����$�M��� - !$�����������#*���� J . W �������`��� - � 
8*���� J .�� W I !)��!#+�9&���D' � -��! -�J !��$�?��3 - !)� J !)�$��, - !)+���� K ��!)��!���� W �^> x2, y2, z2 G ����'���! i$j@��hZnZdFdDc�dFj����nZ��j�d���f#a�b�jN��g�� - +�����"#������t�+�!���� W ��> x1, y1, z1 G K *���� I !����(> x2, y2, z2 G � � -'���!�� - ��+�*��D.��D!), - > x1, y1, z1).���������	� 
���
X� ���&x?!)� W ���E'��S*���� - !$���)� - !)+��S��!)����"#�$�����S*���� J . W � K3���56����/�0#1u�D� -�J ������� W ����/ - � K �8����.�+$/��N������������/�������>���� - � � G K 5��$.��)��! -�J �H� � -�{/�����t

( ) ( )x y z x y z z z x x1 1 1 2 2 2 2 1 2 1, , , , ,≤ ⇔ − ≥ −
�@.�� W ������.������D!)������+�C���.���!^+��H������/���/{�`�H!)��/4'���3)/4.���!M��!)����"u�D������*�����.�V
*���� J . W ��74� - ����+�9A*�� � ���$���
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y
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�$�$�o� �
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9

( ) ( ) ( ) ( )x y z x y z x y z x y z1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1, , , , & , , , , ,≤ ≤

�������������
	�������
�������������������������� x =€x1, z = z1
�������
��� ����!��"��������������!������$#

�&% ��%�'�������(��&�
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�����������: a < b 0�������67������*8	�
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 d a ������A���� be&% { ��6D�1*��������d ������6/	�e>6D-�0�������6D����6�*�
������
�>*����&���������
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���6~% , ����
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���N��67�
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������*���67������A�����:4?���0���*�� a < b !���������	$����*�	}� d *�����-D����� a 0�� � -
��?������&����0�������*
M&�������$#���!�������0�������*
M&��������A 1 � ������A����.* � ��-D����	 b”.
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1 �����H�"�����H�� �¡���¢8£¤ H¥)¦S§�¨���©«ª��H¥�¬��>­�¨� �¢H©«�"¢H��®o©"�H��¯°¨8�8�G���H�� �¡���¢�£¤ �±>­�§�£x��²«�"�"�Hª&³>®�¨�������¬� �´µ ¨���®� Hª&³�¬�§/¶�·�ª�§S¶�·>§�²"®o©"¡� H��³c H¥7¬��c®D �²"¸
¹$®� H�"�Hª&³�¬�§��>¬���£Qª$§�¬���¬� 
 cºh» ¼�½�» ¾�¿HÀÁ» Â"Ã�Ä�Å��c®/¢�§�¢Hª � -¯h�H�"�Hª&³�¬�§��1ºÁ¾�Æ�¼¤ÇÈÆ�¼�¾HÀh» Â"Ã�ÄxÅ�£�§�¯ÁÉ���Å�£���£c®�ª$�H��·L¬� �Å&Ê est Ë ²«�8�}�8¬�¹��H�"¢"¹I¬���Ê esse Ë  Hª& �Å�£x��£c®�¬ � -����Ì�£x§��LÅ«Í�Ê°» ÎHÀ Ë ¬8�SÊhÎ�Ã�» Ë ´
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, , , ,≤ ⇔

− ≥ − + −2 1
2 21 (2.2.1)

�U���!�
��«
�� !����«����m����£
©S���
 TÏ
t2, x2, y2 Ð ³������
������¬!�
«� ��"���i�"�� !¢�¡� !�P���P����£
©S���
 �§

(t1, x1, y1 Ð �¼ ��"���m§S�����
�^�
�[Ï t1, x1, y1 Ð ¢����!����¬!��¡����TÏ t2, x2, y2 Ð ��¢����
¬!�"¤k���p��������������!����s^��§� "����¶( �­.�
�
�d�������
��­ ÑNÒ ÓA���d³��
���
������¬!�
«� ������� n¡��
����¤�¢���«
 ��
�
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��'���'�("�������*)+	,��
�����	��*����$,����-�./	�����01���324��������&�� � 01���������6587!9��! ;:�<�=�>�?A@

B �C��0D�E� >F@ >!@HG�@ B ������IJ����0;9������K9�����
�LM������01����>F@8:�@H=N����$����O�C�N- � -
0P������� z ��� t @�Q��������������,IJ����0;9����

( ) ( )t  x  y t  x  y t t x x1 1 1 2 2 2 2 1, , , ,≤ ⇔ − ≥ −2 1 (2.2.2)

��-R����S������K �S����"T�	������������,	3����������	����������D��
��D��'�
�����
�
 x T����������U��01�����V��&A� � -����S������K94WX5Y	��D	�-AL���./2Z01��
�[\����'���2])^��T�������������?_������T���������9�W`
�$�������
����K E�D	
����������	����������%��
��%����T�������� y 01�������aT�	���&�������
�L�
��O
�$������N9�&���T����O'�������["���

�$�������
�����Wb) −∞ < dy/dt < ∞ @ B ����0P�����������������c��01�������D$ d�egf�h�igeJj�k�h�i,lnm��T�	��D���o����$���LZ01��T������394T���'����� J���o������01�����������������o$o	�������S�������0��������a��� - -0P��������
����a5pIg��-���S���
�$����q E'���������&���S���
�$����o�����o��������?_�����c���3	�./&���L�T����D������� � -
$���	���WV("���r@rQ���������01���! g��
���� e )s-�����L�T! ;���Z	MIJ��-���$��D������-�	���
������M����$���$���2
��&t��������S��������b���u	�������S�����9 de/dt @ B ��v�����0;9� 3-���01������	 y ��� e  U������94S�����0	����������3���3����������	�������S���(C94Wwv�0P��������$��301����&���01������94Ww��T�����94Ww01��T������D��� � -
���������
���	���v�����$���� � S���
���	���@

x T�������������["��0y������T�01������0z����[V��&R�{����
�
�01������������L|'�9�T����b	�
���&AT��

����K9�$��R94���~}�S���
�����S����`9�������L�T���S���������&R����0P��������
���	�� (M, <) (M 01���C���
	�������������	�������
�L�?;�����3������������������������� < 5n����� ≤  ������ � ?;$���$,}���������[V����@� �4L�
���$�����("������LwIJ����0;9���������	���$�������&R��T�����
�L|��T�������������-R	���T������
����� L ������@

� �_�C�ETC�J���J�����  2.2.1. � j���f�l��t�u��k4i,��eJl�j���f���h"l��peg�"��k�j���� a � b
(d�eg� a < b, ����� a ≤ b� ����� a �  b) ��k�f4�
��h�i,l�f {xa �  x �  b} =€(a,b).� ��01������0/ %S���������
�������
��������������y
�����	���9�����������'����������� u$�������������

}�����������	�������01�Z
�	�LK-�./	������ ����hA��f , ����hA��f�lYm��  ����e�m )���� a T�� b. � ����
Zv����
0P��������
���	��\
���'�.������"�����"��������������T�.� �S����"����S������ a �c$�������� b ����������	�������@ x$���S���
���	��O����������	�������	�	�.1T����4LK����
�L#����$�����$�����
�
O����T�01�����C��
���	#	u-���T���������0
S���
�����S����,9�������L�T���S���������0 M  ���@ ��@!IJ��$�����S���
�$��39�$���-�./	�������
�L i,f�d�f���f����R� @ B � -v�����0;9� �����'�������LV
�S���
�����S����,9�������L�T���S�������./0%01��������
���	���0/ F0P.����,T�����������' � -������0%	3����$�����������0O������������&���S���
�$���0�������
���������
���	��� FS���0�0P.u�N'�94T���0���������- � -	�������
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����
����K J&A���������K9 ∂A 01�����C��
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�01./
����D��01�������ov������
����������	������������������ � ����&�����@
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���./2\T��4L,����������������� � �����3������L�����L�@
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 2.2.2. ������������������� �"!�#%$
&'�(� a )%*"+,$.-�*0/�&'�1�

��)0!324/"��&'-�! {xa 5  x}6 !�#3!"+�)%*�7,*%/8��!0/ a+6
9�: !%;��<$��=���(�>�"!�#%$
&'�(� a ) * -
+"$.-�*0/�&'�1�?��)0!324/"��&'-�! {xx 5  a}6 !�#3!"+�)%*�7,*%/8��!0/ a−

.@BA 	0
�
 A�C%D ��� DFE ��G AFH G���G"� AJI � D3K 
�L�� D �%M,� D3N 
<	0
O�0���(�<� D �%M,� D3N%PBI"D
(a,b) =€a+€∩ b− Q�R 	3M'	 D3N G"	0S"� D3K(D'A 	0�(� D3T G,��
0M'U I"D ��� I G N Q
V%WYX0W[Z.\�]?^%_0^%`8acb,d�eFfhgjikb8]ml[^1n.\�apo"qhr�gsl[^3iF^%t

� A�D3u%D 
�� I �(�<� A ���>
 T G�v���� D ��
<�>w�G AJI ��xyL A 	 E w<G,L E � D �0M"� D w<����� D3K(D
z � D v�� A(I"T G P 
 z ����� D%P �%�%)0/"{0)%!F� 9 ! : ���%!<7,/,)%)0!%/ z � D v�� AJI"T3D QB| G N �<G H x T G,� I"A MA(I � E0N,I�E �<G~} L,< � } z x A(I G,�%��G�� I � D~T U I,D z A 	 E w<G,� T z � A(I"D �0� D 
 H(T3D 	0S"� D3K(D M�<
��?� z L � P � A 	%
 T xy� D 	%������G�G N3A 
 D z G ∀x, y∈L x < y ∨ x = y ∨ y < x.
R 	�M�� ≤ � T �(�<��G I Gmv���� D � z E 	%G P Gm�<	�Mj� 5 � N3T G"� I"D � ∀x,y∈L

H G z ���0M3� I"A Mk��G
∀a,b∈L ∀x,y∈(a,b).��A ��	%
�����L�� D�E � D �%M,� D w<���<��xy� AJI � E0N,I�E �<x>�<G A ��G��<G�� I"A M?��G'� T G K�D z D -I"D ��
%w�� A�N 
 CmI 
���G<�3	0
 u%D � u � A�N3D ���(w�� D � � P ��	0
��<��L<� D � � 	0
��<��L<� D�E � D �%M,� D w������ D �
z � D v�� A(I"T3D%P�T�N3D,I"D � D z ��� I�� ��� D w<� N a1 5  a2 5  ... 5  an 5  a1

P 	%
 u%D v��
� H G z N � E3I,D � � P � � 
 N 	%
0w<� A�N3D � � 	%
�����L�� D�E � D �0M"� D w<����� D � z � D v�� A(I"T3D%P�T>N3D,I D -� D z � A(I S � ��� D w N G a1 5  a2 5  ... 5  an 5  a1 (n >€2),


��<	�M T3A M N3D3K(D x∈L�<G,L0�<� I,A M'� D z �J� i =€1,..,n
P �0��
 N3D,I D � D z x 5  ai,


�	0

x =€ai

P 
�	0

ai 5  x.� I 
~� T G I 
���G P�TFA�T3D � D w<�(���(�<S P � D �%��G H ����	3M,� I"A M���GF� D � I 
���x T~H G

-T 
 A 
 z D3A(I 
 D,I�D,I"T � I G��<G -�! 9(: !%��!4� : !�#3����!0��&'� � T3A � K ��G�	%
 z �(v�� E � T�E z MH G��<G,����x z 
 a <€b
��G,L%��� I"A M A�D3u x I 
���}�U�	0� z ��� I�P.I,D w N G � x

�%��

a < x < b?| G N 
 z D3u �<G H�D z T x.����	3M,� I,A M I G N �<G H x T G,� z xy�k�J�<
 A�N �<� I ��xy� � }�
<� D3K �<G K(D3T D -�%M I ε � ��� A�T M H �<x�� � z D �<��	%
 Q%� ��G"L���
�L H �<� A S A 	 E w�G"L PhN3D3K �<Gmw<
 A 	 D U�	%� z ��� I,D3TjT

M
N3D �<�Jw<� D%P 
 I"D3K �<G I � D �<
0M�w�G A(I 
%w�� D�E � D �%M,� D w������ D3K(D z � D v�� AJI"T G�}M, 5 )D3N G H x T G,� I"A M I � D ��
���L N3D �<�Jw<��x C�K �<G3� D3T Q � I,D,I�A 	 E w�G"L z x����j��G A�A z G I ��
 T G -� z Q�| G N 
�� K ��G��
x E � D,I �<� u 
 I ��	0S"��x T�N 
 u �(�<��� I 
 N � PjT�I � D �<
�
=U T3D 	�� � 
�
 Q� G,
 u%D 	%�����<G A �0� D3A(I ��G"������x T �

 H 
 N �'
 Tju x I�EsI � z D ����	%
 PhN3D3K ��G z �Jv�� E 	 � -u x z 
 a < b z D v�� D�T3A(I G T 
 I S~�<� D �<� E�P G A�N3D 	%S N3DkE0K(D �<� D~I"D w�� N x∈(a, b).R 	�M I G N 
 C z D ����	%��L A�E%� � AJI"T ��� D,I"T � I ��G I,D � D 	 D3K 
%w�� A�N 
�L T3D �0� D3A � A�T M H ����	%



<� I �J� T G,	�}
a, b� �%��
��0� D 
 H(T3D 	0S"��x C a,b∈L  �¡ A(I"D ��
0w<� A�N 
 I G N3D L T3D �0� D3Au xy	 T ���(� T xy� A � D � z E 	%
0� D3T G,� T�T 
0���~G N3A 
 D z x R �(�<� N 
��0�<G D �����0���(�<x T � D -A(I 
 Q%¢ � D � D 	�v�G�Mj
 A�A 	%�(� D3T G I S T3D3H z D v�� D3AJI 
�} A8E%� � A(I,T�E � I 	%
 u � A�N3D ���(w<� D z G -	%xy�j
�	0
�
 C �<� I  m¡ z �(� I,A M�	0
 D �%�<
���G,	%x£
�	%
�
 C ��� I   � P z x T 
 I"D3K �j�0�<
 C D -



13

�����������
	��
���
�����������
�������
�����������������������
�������! �"������#"�$�%'& %(&*)+�����,�
������� - -
���.��������/��
�#0������1���
�,23���
4��
�#05���,������26-����
�
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'��	p"�������/�-�/���� " -/�	��� ���3'1� �1q�����&-�	�/� ���3�����#sr� �/� �1�����/�"�����"�1�������	���
'�i����������"�����/������� �(�t\��r�	����
"�2u-�/�"�������	�Av�� ��&"v1�	���!���-�!�"�"w	x������2�"n��/���ci1� s����/����C�e�s�g	�����	�:;����"����
��/� ���3�:;��yX-�	�2�
'��������cz���������%��@�"��� ���3���@���	m�+����"�����/������&� U 2� ��� ���	;����1�	���	�/�	��
	�����	�:$����"��./�	��� 7-�	�/�����1� 9DX� <”, “≤ ��"���"u� { � E �f1�	���	�/�	��4	���	�2��� �@�"��n� { ”.| ����"7��c}/���@�3a:;�� p	��&��	�
+��������� U �
���a	����� �]$������	��g	�����	�:;����"����g-�	�/�����1� e���	'���h/��&"���	���	�?�"�����������2` ����� ��\��	m��/����&�������i�������� '��"a��ci�� '��c5-�/�"����&� � �& �(~ -^/+���+�C���C�'"'�  2.4.1. ���*���N���������N�j���$�������\�����\���l�C���u�������
f: (U, { ) → (L, { ) �����$���
�U�����������������������.���j�N�j�W��������� (L, { ) �����$�m� � -
�����������=�������*���������������.�'�����u�����\�����+�z��� x {  y �N�������*��� f(x) {  f(y) ���`�
�� \��¡
¢ x,y∈U.£ ��r���"�@�����1�"z?`	���	�/���� f ���h��3 �����X�j�����\�� '¤;��� D�"�2�	���	����� �� E B*����1�!�"�"_�"��� �@�� �'���j�'���l�7�W���N���*���������������;���j���U���j����¡ ( [ 	�����/�
' �������3���	\>���	s	�2��� �@� ����e�@���	.�&c�-�/�"�2��� ����¥����	��'���&	�2�/�"�������3���	��;�� �-�/� ���������"��;-���/�����	�/� a��	���c&��"�A%D L,
{ E 2� 0��/����j���f	�-�"���cf�� �#;]$���7������:;��"��4�� ��w��	���c&��"����f��( ��(i-�/�	�"���r�	����e];"��0�
1� �1�	��iy¦��	a-�	�����	�/�	��������z����"�����/������&�aDZBj"�2�"�@�����1�	��P�*��"�	���	�?�"�@�����1�	��i�*?���	���	�? " -@�����1�	�� E �C������"b"0��	���3�1�	7������"0/� �����"���	�����	���"�������3���	0-�	�/�����1� 7������"����h/������&�
��	���c&��"��\	�1� �
i�����h�\��	������i/� �����"���"�"a�\�� �:$���7��- 	 /�����	�@�����"�"pD L, { ).§ ������35��	�2��&	�
'���g@� �������ciAk������@� �AxDX�� �"���	������%/� ���-�/�	�����/� ���������ciA E �1�	�?��� ��� ���	 L �&ci����"������7��	����h/�
' �];"��&���9������"�����/�������� U "9��-�	�/�����	�@�����"��
��	���-� ��� �#m�+� { �'"�� { �e����	�?N�� '����/��� '�������e��#$]; ��$Bj	 / �
���� 

∀x,y∈U x {  y ⇒ f(x) {  f(y). (2.4.1)
¨ 	�-�/�������������"�"\��1� �2� ���	 → �� '��� © (�ªC��	\����������@� �A��� ��$	�-�"���1� �(�d%c

"��&�����¥�.��"�����	���	���/� �
+����"��;"�2 U � L ( ~ ���� ��h��3p2� ��� ���"�� dom f 	���	���/� �
 � -��"�� f �&	�
+�h�o���;��	���-� ��� ���3a��	��������«����"�����/������&	�� U �*��( ��(W��	�-����h��"���������@� �A_�
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dom f ⊂
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6 ����%2�(�3&2%2<6+�����+*��+�J�>� L K"L�M ����5"�+��)".�NO6 �+*�%P.�N R &���)�58������5"5"%2�"	8����)��
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�����������(�d. ����)��(��5;. %2� e
f�gAh+f ���+��! 	
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 2.5.1. } nIi s lI~1q,rEl��

tx
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��oUrEu$�
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m�rEn i

-

s lI~�q�t
�-k�l-i s l,rEl�x�n
(L, _ )

l,rEk�l"w�u,rEnIt
�-k�l��|�7k�x��"u�l"k�q�t���k"l�j$l�m�~1n8i�n�k�u
t:  U L→ k�q���o�m�q"n r w��C�-k�q
v�n�k�u"n

 t
k�q

x, 
rE��n��

tx = t(x).
����FG�C��&���#���!�������*�(�����&�.����U�-�
���c���-�U!���	����������]
|!"	
�"%
�-�
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����� ; � �

-&�������.�����&4.P& R <z!���&��"���
�����b����� ; �
��&����������������b��3a*���9�������&�.��
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����������&-� �
-�@("���C�
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7%�����&������c!���&���D��c�/("��'�����.

 t
����3�&��G��9�&�����!������5!"	���� *

-���������
��
����y��� ; ���`*��������������y��	�(�#���9 ~t &�������� ; �E&�����9�&�������������*$�������
����&�����

�
��&��"	@("#��
���C*����-%
�����".@���7?��2%
��&�������&�����
`�
��.E��������9C�G����9 ; �y!��-	
3�&���D"3�����9
�U� ; ���y��'���*��-����&�. tx = ty


"��� ~ ~t tx y≠ .
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 ��
��	�����������������������	�! " "��#%$'&	 "��("��#
T ) &�*+� ) �!,�&��-�.�/�����"�10��2��#��1� ) #,3�"41,�� ) �! "��� ) �65 ) ���7��0� "��41 ��28� "�+9 ) �7:���: ;<:>=�
";<: ?��@A�7�B�C0B�D�E�D ����

 2.5.3. F �HG3�JIDK�L�M�N2���	OP��LHG3��O
(a,b)x Q �"R�SDG3�1T

x∈U
KUG3��
7V��WIXL2M�N��	��
�V"��G3�	Y��

(L, Z )
��L�[!S6K�L	� G Q T

(a, b)x = L ∩ (p, q),
p, q∈L & x∈(p,q). (2.5.1)\ � ) ��������� ) ��0"�1������ ��"�+���	���10"�����2 ��	#":"]E& ) �!^ x∈U _ �	�����"41,�����^� "���

) ��`�56�����H:�aB��b	0����c "� L
�"����& ) ��`	56�!�"b p, q


",d��������bfeg���d�6�1���ih10��2�!�	�j&Hkl*+�"m�n
x

o�"�p�2 � "��
 ) ���-0j&Hkl*+�"�q��`��"�!41����r

x∈(p, q)
:'sD�!�utW�j&	`��2#d0��2�!�	����,�����
"&	���!4 5

-,���k+*l�2#�
	8��!�
x
����4W0" ��2�

p
�v���� "^!w+�

q. xy) �!�����<
<�p�����1� ) ��&�8"�	�!^ ) #H
	8	�!��&������
�� ��v ��2,���4z�6���� "�j
o�!��tW0"�

(a, b)x =€∅.
a��u� ) ���{�!�����"� ) ��`	56�!�	# p, q∈L

 �
-wl�	� ) ^j
<�!�d�" 	�!�1�",��!�v�!���6�"��������^� "��t1�.�"���!����� L∩(p, q) �p�����1�d�"��0�,��1�"t1���!^ ) #&��!��8" "�� "��kd
D��: ��:'&	�p�2 �^�w+�� "�	k.:}|3�6�� " "��
6,� �&��2���c ��2tz�/�6��t�&��/ "�!b	�!� ) ^ p', q'�!�!���"�!
H8	�!� ) ��mH���� 	#j�1� ) # x∈(p', q') :�]�����0����H�B�2#3 "����tW���� "��8"�� " "�E&	�p�2 �^�w+�� "�"�~ �!��t1�.�" 	�!�1�",��!�	�j
C�	���	0������	��`	�%�u�!���}&�
�8��!�%�	�"�10����	���P9��"�1�"� ) �18"�� "���2�p�7, ) ��m�!�!���"m��" 	�!�1��,�������,u�����2�B�1� ) #.�10"�� ) ��,��� " ���� ) ��`	56�!�"� a


o�!��tW0�� (a, b)x  =€a,���"`��i���"�10��2��^� �5U�A`!&H0��1� )  "��,��3�" 	�!�1�",��!� (a, b) ∩ L
�!���6�"��������^� "��tz�+�"���!�����

(L, Z )

�����t�0"� (a, b)x = L ∩ (a, b).
�6�!&H8���bf
7����t�0"�

(a, b)x = ∅,
���!,��-8����1��,��2���"�! 	�z&���� ) &H� ) ��,���#�t1� � -`�����^� ���t1�i,������6�� "��:��6�!&H8���bf
�����tW0"�70���#3, ) #j����t1� ) ��`�5��!�	# x∈U

�" ����1��,�����^� "��#
0��2�!� ) ,���0"�	� ) #A�A�10"�� ) ��,��� " ���bc����8����!
U,/�!��8" �� ) �!�����!,��18"�!�1�{�!���}&�
�8����A�65 ���415y,������dh� "^2k3�!�� "��,�5y�{&��"����#�0���8"�� "�"����&	 "�",��1� ) &	�6�!n	:�a��!���� "��(f
"�"� ) �	�10� "�"b
) �!&H8���bdh1�"�!41�6�!41�� " ���b"n70"���!5 _ ~ �����!�7����&�0" "� ) �!�u,l�"4�&H8��� "�"�d�����6�����"�!�	^! "5ym#j,��	�� "��bf
������!����5y�c,���41 "�����	�P, ) ,�#j41� ) �!�����"���2bP���! "� ) �	�!���	^! "� ) �!��:3�6���6���
) &�*+� ) �!,��� " "���d,%�"�� �#��!�"�/h��" 	�!�1��,�����^� "��b{0��2�!5yn%�"�6�� " ����!��
C8��!�{,����6 "��t1��m��� ) �	��� ) ���"�! "�� " "5ymu�6��0����H#jm ) #����	5y������h�,����2�X#�ni0��2�!�	����,��2�!^ ) ��`�5��!�"�3�" ", � -���"�! 	�! "�u "��,���41�p���� "�.�" "�28��!
������ IDL![�
BL�[�L	K ��t1�%�"�%(��2�����}&��" 	�!�1�",��!��&f:o�y�10�^
) ��t1��� )  "�d���	���10"������ "�	k�?f: �<: ;v,d�" 	�!�1��,�����^� "��bu0��2�!�3 "�+$X�"t�&H���	�j&	�1�d "����������t1�
$'&	 "��("���� "����^� "��tz�+,��"���6�� "�<
<��: ��: (a, b)x

�� ",��2���"�� ����� %���! "� ) �	�!���	^! "�d,�5y`	�����
t∈LU 9� ��u "�

L⊂U
�W:f���u�" ",����"���� 	�! "� ) �!^u�	���"m���0"��� ) #��"�	���!�	�!^v����41�6�!41�� � � -

) �!^2k 1 :oaB�20��%�"�6�1�!^u,%,��	0j&"
�8	�!�u����41�p��415y,��2k3� ) # G3��M"N�Y�� �!�+#�,����� "�	#�9 ) ��` 5 -

                                                       
1 ���z�"�W�z�����y�����������c�1�1���"�1���-�2�1�1���z c�1�����"�1�W������¡��-¡���¢£�¤¡��1�z�W���W¥� 1�W�z¦�������¡����z�����2�§ �1�1�1�W�z¡J�W¨X�f�1�W©"�z�W�z¦Wª��1���6¡ § �1�W«��W�z�1�������<�-��«C¬�«z�	«C¦W�W­j¡���¢®�D����¢g� � ¥j�1ª�¯
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����������������������� � ��! � �
"#��$��%��� "#&'�
���
�)(
*���$��+&'�
����	�� (x∈U \ L),
&���,-����".���/*'��&����'"#���0�0, 	���&��-���'"#� *����2143 143 5#�'��*��'	��4�76
3 893 :;������<���=���>?:;������< � -=)���@5#����*'�'	)�BA C�D�E)������F'�9*'�G�
�
*����-�����-�9HI��*'�J����<�����K4���������L<M&'� �'=)���'� � 	���"
<
��� "#� *'�L&��
F'��&'�#��*'��$��9�N��O)P'� 	
����3)QB��RS*'�4�
��	
RT���L���)�U�)�
�9<�� ��"#�
F'� �)�L���
	���$��
���
VW"#�
V��B<���*'���TF�����������<�	��X� <
��V��
*'�Y���
	��'���9�'*������
�
�)F'� � Z9O��)�'V�	 � F�� Z'���
<��)�'3

5#���������'�'� "Y�
��$W�)�U�)�
� L ⊂ U �0"#�
RT*��X<��BO��'� ��(4V��4$��)��O)�
�)(
*'�BZL��� " -
&��
�'����(�*'�BZX&��
�
��	)��F'��&��)� 	����G[4�'Z9�'*������'<�����(�*����\F�����������<�	 �]�)*'�'<������^�)"#� (U,
_ ) ��� �
��RT���

U ⊂ ∪{x | a _  x _  b & a _  b & a, b∈L}. (2.5.2)

`)a?b�adc#e0f^g.h�i0i/jWkml�j�nMe�o#p)q
r)j]sut�j)f
v
w ����*'� Z'*'�7�)&'�
����F'�
��� *'*'��Zx�-� ����	
�W������Z (L, _ ) "#�
RT*'���
� � ��y'�'��� � -

<�� ��(]�'�����)�4<9��O)[4� "+���������
���4&'��"d��[4(��z�
����O��'� RT� *'��� τ: (L, _ ) → (R, <)
>{�4� ��=����
*���*��'� "|&'�
�)�
F�	����@	���*��-��*'���}�~�9�'��[4�9<���� $��7&)����"#�B"��
���
R
F�������<��)��* � -
� " L � R �J�'=7&'�
�)�
F�	���<'3�5���*��-��*'�)�.*'�9�N��[4� ����< �����M����F��'*'����<�� *'*'�7<����'*���$����
� &'��� ��O)�7� ��&'�����
��<�������(7����O)�#������"����'� ���'3@Q��-��	��'Zm���
	���ZY� &'��� ��O�� ��&'�������
<�� � -*����

( , ) ( , ) ( , )U L R
t

_ _ →  → <τ (2.6.1)

* � V��B<��
������� �
�������S� ��&)�'� x _  y ⇒ τ � t(x) < τ � t(y).w ��"#���TO����)(
KG���
��F'��O)���
<��9*'( �]����*'��<��S��&'�
�)�
F��
�'� *'�)�9V��
	������'���-�����9<
����"B�/�)���L&����J*'� " �T���+�)� &'�7�N�)[4� �-��< � �'���������)���X�)�)��� �T�J!
�)���)����� !
�)���;�S�
�
�)�
� �T� >����@3�&@3 �U3 ���N3'��� =�*'�)�'� � 	��7$���<��
�)�)�/,����L� <
��V��
*'�M�]��� "B�/�����M<L,�����"%�)& � -
�)�
F��
����*��'�mO)�'*'����*'���9�
��*'��K4� *'�'�9� � ��O��#����� x � y �'"#�����7�
F�*��m�m�W��RT�L� * -
������<��
�)(
*�����F����W��>�� ��<�&'� F'� �4[T�����2��F'�'*��-��<�� *'*'��Z����
��	���Z'������	��
V��B<��
�)��� (
�
��*'��KG��*��'� "+,�	�<���<��
�)��*)�
*����-���0�@� ��$��)�
�N���4[4��"#���L�G&��'��F�V���F��
*�*'�B"|&'�
�)�
F�	���"
�)*'�'<������^�)"#����� ��	
�
�
���'V���y'���¡&'�¢,��
��";�£�
��* � K4� *'��� , 	�<��'<��
�)� *���*'�������0¤
�
F�*'��<
��� "#� *'*'�������m&����'<��
F'�)�L	J�)�'*'� Z'*'�M��&'�
�)�
F��
����*�*'��".�m"#*'�
RS� �-��< ���~�)3 ��3.	
(L, _ ) <G>�¥03 ¦03{A��^3

§ �T<
���
�'��"J������<�*'�¨�'V������ *'���©>�<]����"YRT�T*'( �]����*'��<���"���&'�
�)�
F��
�'� *'���'�
<�� �¨�
F'*'��<
��� "#� *'*'�B�����
��	��9��O����
V����]�S� ����Z4Hª$��'&'����&'��<����'=)*'������(���*��T	��
�
�
����Z
"d�-� ���'	��4<��#���
R
F��
�����-���/�7<�"#� �����4�'�'"d�
*'��<���Z7�'�)�7&'� � <
F'�
���'"#��*'��<���Z7$�� ��"#� � -���'Z9&����'=)�
F'��������<�<��
F�����(T&'���
���'��"#�
*'��< �9>{*'�
� �'����(
� "J������<�*'�T� ���
��<����
����<�� *'*'�
&����
�)��<�	��)��F���< ���.$�� � "#��� �����L3
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 2.6.1. ���
������������������� �!�"���$#&%'�����'()�+*$�-, . -

��%0/&��% p 1  q %$23�4#5%5�6�7�
*7�&��8 U ����#&�5*9%����":<;�#&�>=98&*$�&� τ #&8$2$.?��85�6��*@/BA0�!%
#<;6C����5#5�&�����D�EA-�)�</4(&�<=9�9#5%&%F=9%&*):&�  τ(q) − τ(p).GIH 	&
J�-K�	&
-�<�6L<�-M�N&�<M9�&O$�-M9P<���-�-M�Q

L R K6�<K9�-ST�<U�M���P<K H M�U τ: L→R



~τ : L→R V�W MTQ�M9X��-MTYZM�U�M9�<
 W$[ M\�<��Y"�-K���N5
&�<M�U�]��DP-K H M�U τ τo~−1 : R→R,�5�-
&P<��QT^ W K`_aN&�-]�b-
5O W M9X���U H ��Y"�<K3c$Nd�<� W U�M R �<K H W K6egf`��L4h�i�M5jkU�
&�<
-Q�M�QlN V �-� �
-U�SmQ V ] W M�YZ	$N&c5M�]�M R K6�nN&Q�K$	 H Oo�-K6�p�&�<M�c&	5��Q�M�LD�<�6Y)�-K���N5
&�-M�U�]�
 V c&Sm	Di�N5K9�-] K
-�<� V�q M W OrM����&�<�s�<�-M9P W 
 W �6	 [ �<�6��M�c H N�X��<K9	����`U W �Z�<Q�
-�-K q �&�<M H W �<K9� H W U�K V Kr�-�

U9�<��Q����-
4h�tm� W P<�uU H �6Y0MT^ W Nv�5�-M�c5	&��QlN H _
M9�<QlN&	5
&�<M�U�K9	w
x�-M5j H U�M���QlN'�-��y`
<	
z 
-	&�ah�i��<K9U9�<K V �-M H W K9U�
-	{M����6�JU H W K9�5�-K�� W �-M5j Q�
 H W 
E_

-b-
5�-M�U�K$� �-M�L|_
M9�<Q���h
��� R K��-K$	 H OJU�M��&�<M H M�Q V ]�K9]�K6OJy`]�K$	&KrU9�<��Q����-
 A0�!8&��%�:-;�#&80/ } W Kr	&
 V U�]�M W M -�<M�L R K~�<K9U��-Sm�{�&�<M�Q��ZXmN W ]�
'U9�<��Q����-
T�-K H �-K6�<K6e W H Op�-K$U��-Sm� (5�6:5% �-K��-
-M�K ]

-
W 
-U��<M�YZM�Q�K W �s�<
-K$	&K V 
-	&
�X�� W K V U�]�M W M9�<M�L R K`�<K9U��-Sm�`�5�-M�Q��ZX?N W ]�
DU9�<��Q����-

�<K H �-K��-K�e W H O��<K9U��<S�� ��85*9*n. � U�� H K$���-K��-
-M�K$] W 
-U��-M�YZM{Q�K W �Z�<
-K9	5K��r�
K$]D]�K$]DU
�<�s�<U�M�Lwy`]�K9	5�D�<K H �-K6�wQIK H�H S��&�<M�
 H q M9�<
 W �-M|^�] H �<M��-���-b-
-K$	 [ �-M�QlN R K9]�M���N V
W M V � H 	5
 R �-K�P-���-
-��U9�<�6QI�6�<
�U�M9�<�-M�LDyg]�K9	5�`M�c&M R �-K6P<
 W$[ t V U��5��N5YZM�LDM��<M�U S

-�<K R 
 W H OJUJU�
&�-� τ =€ τ0log(t/t0) � Y"�-�
 t0 


 τ0 
H N W$[ �<K R Q��Z�<�-M H W �-Sm��]�M�� H W K � -

W Sm�"hn��K$]�K6O�X���
 R ^ W 
 q �<U�N q y`]�K9	r���&�<K9U�
-	 [ �<K6O��n� z K W ��Q�K W 
5P-� H ]�
��<�ZP [ 
&�<� W�<��M W M�Q V ��]�K9]�K6O�yg]�K9	5K3�&�<K9U�
<	 [ �-K6On�3
-	5
���]�K$]�K6O��&�<K9U�
-	 [ �-����� V K�M`U�M R Q�M X
-�<M H W 
{N&QIM R �-
 W ��	 [ �-M{M W 	&
5P-
 W$[ M9�<��NuM W �5�nN&YZM�L V M�c�
 q 
-�-U�K��-
<K9� W �-S q �&� 

-

R �-K9]�K q-V � H 	5
�M��-
�� H W9[ h z 
<	&���-K H�H QIM W �<��	{_

 R 
5P-� H ]�
-�`�-M H 	5�Z� H W U�
&OJ�-�Z�-� q M
-�<K�M W M9�<�-M�Luy`]�K$	&S�]��5��N5YZM�L V �-K9Q>Nd�<M�c&�-���Jc9N��-� W �<M9�&�<M�c&�<�6�JU R YZ	�O���N W$[ �-K

��YZMr�-K R c5M9�{U�M9�<�-M�LD
 R H 	5�s�nNdegf`
 q �nN&c��<
-] � H Q�hE�4h��-h �&�)h-i�M9�-M�c5�-SmL~X��r	&M�Y K
-�<
E_
QI
&P-� H ]�
-LJ�-�Z�-� q M9��U H W �<�sP<K9	 H O`U W ��X����<� H O W 
-	5� W 
&O�N��lK$]�Q�K9�-KgU�c5
-M�	 M
-Y0M5jk^�]�M�	&M�Y0
&P-� H ]�
 q 
 H6H 	5�Z�-M�U K �-
&O q h

� W Q�� W 
-Q V P W M H �-M R �-K$U�K W ��	 [ �-M�L W M9P-]�
 R �<���-
&O��<�s�<� q M9�>]\�5��N5YZM�L
yg]�K9	5�3P-�Z�<� R 	5M�YZK6�<
E_
Q'PnNd�<M�U�
-f`���4hE���{Q����&O�� W ��8<=9�9*����6�$#&#<.�� �&�<�Z� H W K9U�	 �

-�<
&O V�W M V P W M�U�SmYZ	�O9�<�6	5M ���&#5��=9#<.4� � �&�<M�Q��ZXmN W M�]\M W ��N5	dO��<M
t1

� V �<�6	5K9� W H O
,��9*$���&#5��=9#<.4� � �-M�	9N5�&�5O�Q�K�O`M W −∞ �<M

 τ1
�)hdi�Mg	&M�Q�]�� H W �Z�-��M W 
-�-M�Ur^ W M W �<�s� �

-
q M9� H M�M W U�� W H W U�N&� W�W �nNd�<�-M H W 
��-�Z�-� q M9�-K�U�
 R Q��Z�<���-
-
��<K6�<
-M�K$] W 
<U��-M H W 
 V�5�-�Z�<	&M9X��6�<�-M�YZM z 
-	&�<M�Q V } 
 R Q��Z�5O W$[ U9�<��Q
O��-�`�<M�	dOnQ�
D�<K H �-K$U�y`��YZM H O�U �

-fg� H W U�K V Kr��YZMJY"�-K$Q�Q�K$Q�
4ha�?�nN&Y0M�L W K9]�M�L�X�� W �nNd�<�-M H W 
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3O8,� R(t) ^ ",<U����

��!,0��(�>.�'�
��2'�H�'�3
","_9$��!,.�`�"��,#�a1��'�H�7�bM",!�
	�����/�2'�8���H���TN'�!,0
��0�.�'���0�-Q=���'NF���"c)
��'��d.�'�!��	=�!,6J�+'�������<
.�0��+'������
=,0�L>�G.�'�!��	=�!,6J�>A��GV[��# ��#R" ! -����3e��0�HN
�@�'�8�"���
	�S�?!���H���\4-$!�",.�0�.�",@C����
�.�'�!,�
=,!,'�

����Tc!��M��'�<
!,",.�0��
��#RfI8�!,0�.�'?"
F��,"�)
��'��:",<U�2��!,��!,"��C@���'�!,'�H�'�3U"�=,��
�.�'�TgbM.�0�H�6h�D.�'�
��2'�H�'�3
","g'�.�0�<
6J��0�L>��

�
!�0�

��'�H�7�.�':
�",H�7�!,6J�2"R->=���'i
�'����
�,bE��!�!,'i�2��!���L(�:
�'�8��
��A�0�!,",�j9]",<U"�=,��
�.�'�T
.�'�
��2'�H ' 3
","k#

al!,7�L>��'�!,'���'�Tj9]",<
"�.���
c����3O�,0�8���"��,'���.�'�T1=�0�
�'��m
�F���0���H���H�",
�71Vn8,'
%B��0�!,.�0��,��\J
�H��
8���LEoM",�+'�����0�<U'��I#kp&0�-$�C.�",!,���20���",.���-$8,��T,

����"�����H�7�!,'�-*H�LE��'��
F��,��'����,0�<
'���0�!,"��>����� F,'��,0���6 t→t' Vn��'�=�!,����- R → R \I<U0�.�'�!,!,'�-*"�!,�
�N!,",. 0 -.�"�@q����<
'�!,'��DF��,�
8�F,'�=�"���0���7C'�8,!���3e�,0�8���"���'���.��c8�����3
'�Tk#$r/'N��A��?�C8,",!�0��2",.��
"�<M����0���!���!�"�� d(mv) dt F=  ��"�8�!,'�-]=���'�F���"m����3O�,0�8���"��,'���.��DF���'�����",H�

�
��6+.�'�)�9 9]",`,",��!��EF���"c
�",H�� d(mv)/dτ = Fdt/dτ -$0G)
��'�3
'?!,�
��-$
�H��
8�'���0�����H 7 -!�'�- s�t���u��/t������������Gvxw]�O�;y ��628���H���!,'N'�8,!,'�<U!,0�=�!,'CVx
M��'�=�!,'�

��7�Lz8,'C� 0�
�b>��0 � -!�'�3
'C�2!,'�A�"�����H��C"g0�8�8�"���",��!,'�TgF,'�

��'���!,!�'�T,\e#$r�'c.�'�!�����!�`,",0�H�",

�?%B��0�!,.�0��,�
��'�<O�,0�<
",H�-Q0MF,'�=����*�?��6d!��{8�'�F���

��"���7�-,=���'N�26:!,��F���0���",H�7�!�'?3e��0�8���"��������+
 " -
H�6B-�=���'G)
��'��E
�0��26JTC.�'�)�929]"�`,",��!�� dt/dτ "C��

��7EF,'�F���0���.�0M!,0E
�"�H���|�#}#�~('�8�'��F��	����

����'�T,.�"�9]",<
"�=���
�.�",@g��'�<
<e����!�",Tm�c~/~�����.��D)	��'g��'�<e��0�A���!�",�c��6JH�'g< 0 -8���",!�����'�-Q!,'G'������
��0E!,0G!,��3
'�8�'?
�",@CF,'��D!��	��#kp2����3
'�Tc
�F,'�
�'��G��
	����0�!,��!,"���� � -3O�,0�8���"��,'���.�"G'����2�
=���!G�(F$# XP# XP#
�����U�;�R���������R�B�?�R�����*�(�����N�e�*�/�N���R���N�O�M�M���N�������?�

f/F��	��0�`�"���-*�c!���.�'���'���'��i
�� 6&
�H��?��'����,0���!�0����C'�F��	��0�`�","gF��,'���.���"�� ' -
��0�!,"��G��
���3
'(��!�",���
�,
O��� 0M!,0MH�",!,��T,!,'(��F,'�����8,'�=���!,!,'��(���,���]� L -$<
0�.�H�L>=�0��
��

�
�G",!��,��.���"��,'���0�!,","C)
��'�3
'GH�",!���T�!,'(��F,'�����8�'�=,��!,!�'�3
'G���,���2��!," L �E��!,",���
��
O���
U.

fgFI����8��]HB�]!/"/�  2.7.1. � �����������$����u��
���/s�u� (�e���e� L vB¡$��t�v��¢w;� ¡ -
��� U £ w;t1s�u��������¤��t�����¥����C¡ £ �ew�y$s��,������������vxw]�O�/����t (L, ¦ ) ��u�§��2v�u��� (�4y
t�§��� (���������M�� (���4w]u�¨1����t�� γ: L ©  Uª vG��u��� (������ (t ª vM��u,������ (v�� L �����«¡Q 



21

���������
	��
�����������
R ��� �����

L � ��������� �!��	
L " �!#$�%�&��� �!�(' ��) #�#

L = γ(L) ⊂ U.
*,+�-�.0/21435.76%1�/98�.08(:(1435;</5=4-�> γ: [0,1] ?  (U, @ ) A 1�-4B5C(3�-4C(35>9.�143 D

-E -�F�=4GIH9=�3�-4JKH5=48(C(30=4-�LNMPO5JK3�.0H21�-43 E�Q =435LR.�8�F�S(3�T�UVO5JK-�1�8(C(3�L E -�=4-�LWJK3�.0H21 -
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-JjH�=�-aUm.�^ H(^KF�-4B2.�8(X,\ E -�.0H E�Q =48(B2.�-�UgJKGIB E -4JKGIJw3�S�.08(J A Ht1�H5=48(B5-�.f.03�S56%>�l<H
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 2.7.2. �K� ��� � �����q�(�&�(� � �&�
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�s ¢¡ � � ��£ �� �� �

(U, @ )
�9¤ � ¡ � ��¡��V�¥� £!� � � ¡ � � (L, @ )

¡��0	��K�5� � �&���v�&��¦(� � �<¡��%' � �5�&���
W�&��� � ��¡���§�¡��4�2¤�¨<©��(� � ¤ � ���Nª��&�5�o ¢¡ � � ��£ �� �� ��"7£�� ª��&�5�q� £�� � � ¡ �(« ©5¤7�¬¦ �

-�&� £ �%­7�N� "7£ ��� � ©5¤ � �5��®
1) 

�4�(¯ � © � ¡ � ¡ ��� �4� £ ��	5���°��� � §,¡����t¤�¨<©��%� � ¤ � �±	�� " �5¤�¡2� � ���%�&¦ £ �
-�! ¢¨Z���2¤��������

 V U ,⊂ .�^ H(^ V =€{γ(L) | γ∈W};

2) 
�4� £ �0	0�v©��� 4§ £ ��	5¡4��§��&��� � ��¡���§}¡��4�2¤�¨<©��(� � ¤ � � � 	 W

¡ �9"���£!� � � -¦(��¨��&��� « � ��� . ∀γ1, γ2∈W  ∃ t1,t2∈L  γ1(t1) =€ γ2(t2)._�3Ze7H�8(JjHt.51�-�F�H�B5S(8(JnL(D2GIS(Hv.03�S(8(HoB5H5JKH5X4B2.0C(8²S�1�-4C(GIzi=�3�D2GIC(3�H2.0B2L
-�=48(e|\�3qO�S(8(=�e|1(6��5=4b4-4H5X4T�^}_<3¥C�.08�148(JIU�\�-a`K`�H21�H5=4b4-43 E�Q =48�c�e2H58(JKH2.51�-�F4H5B5S(8(J
6(148(C(=�H�-4D³6%F�H�=�-�Lf�2.08s8 A 14H2\�H E H5=4-4HpB5-4B2.0H5JKGw8�.0B2F4H2.03 A 1�H�C�1�3�u�3�H2.0BtL±C±B E H -\�6%>�uNH5H�´mT � -4B2.�H5JK3f8�.0B2F4H2.03fH5Bt. Q =4H5C(GK148�lµ\4H5=4=�8(HpC�14H5JKH5=4=�8 A 8�\48(:�=48(HfC(H S
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y =  f (x ,  ...,  x ),

...

y =  f (x ,  ...,  x ) ,

1 1 1 n

n n 1 n









(2.7.1)
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�����A�-fR������������G"��0����T
��/B"���	'�49�!����=g
������	��:����7� (n−1) h '2�"�����	L`�
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#
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������'(+I�S
����)�	�	����G"�	�	�������N�	�	� � :������)�&���!
��"��*���'2�"=j���	��:

y =  f (x ,  x ,  ...,  x ),

y =  f (x ,  ...,  x ),

...

y =  f (x ,  ...,  x ) .

1 1 1 2 n

2 2 2 n

n n 2 n













(2.7.2)

ON�	
$4E�����6����'2�"����'-#d.
���;:��	�6�!��4E.��)�7��*)=N���	���	�	�F4�
����
��:���.��)�����
#-8J:��
��'2�!�����"�Hk n−1 lmh '2�"����+IL7�!�
�	LX��:����	�����!'2�!����+-,6�!�	��+2����L?#n�F����G"�o�����!�!�
�	�)�����
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y =  f (x ),

y =  f (x ,  x ,  ...,  x ),

...

y =  f (x , x ,  ...,  x ) .

1 1 1

2 2 1 2 n

n n 1 2 n













(2.7.3)

2 ��3���4���/5%6',) +*) '�.7
8�9��3���4���/&%('*) +,);:�.<���=���,>	>8��
�����?�����3�@�����A6B������	����
���4����������
��
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��
�����3��� �������3�@����#����
�������!�����@�. Vn

n-1 � Vn
1 ��������!���������!��������T%VU0���$������!�


1968).
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( )θ α= f A, , t dt∫ (2.8.1)
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������G
��� H��!��������~!�
����	�����,
m��������
����C������Bf���L��������
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U jlk L :Hm �����n�28o�T��C,��	����p'
����������	�Jq�r)+*���
�-����s����*�Cn/��
����� ������8DC p,
q∈U $&	��A�����t���������
Ei��	=���;�����
������	�J0/��������
���
��������� U×U �S	���'(���0/�����*;5����
t×t: U×U j  L×L :&ui�0�,������G����=*�/����,������5����������n�2����EB���
	����A� L, v #������w:/<: M :yx�#D�
���������6
���
����Dz{	��=���;�����T���|	����2/��������,J������=!�
����,��$+'(�����I*��,����������8}5�����8
τ: L j R �4���H: /+: M : ~;#Q:D��*�/��1��/����
��-����V��	���������EB������G t � τ �./��������
�I*;PK^����
��825���	���������� τ � t(q) — τ � t(p) �����1	7�����T�2��EB�����
	�J7/�����/�������	�J}/������
(p, q)∈U×U �������.����^����1	�������������5������,�,$>���,���
����5������ ��� τ(p, q) :��@��
./�� � -
����C,������	��
	T*�/����,5���	�8DGY/��
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�./������ � -EF*;	�
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τ(p, q) + τ(q, r) = τ(p, r). (3.3.1)
� ������	������������ ��������$25�	��������V����*;5����V-���
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$6��$�#�7�������8�#���&9':������#�$1��;<':=�$�#��� >��������?@$A��������;�����-�#�?B$C��� τ ������'�=����*�#���;�����#���$ �2	ED
�
��F�	�G�����H��IDJ	�
�K � �ML .N �: A#���OP��QC7�$��*$�R�������$���OS$E#�#��1��;T����OS#�$P��Q*��-�����8U�1����������#���$J����VT�*�
=*���W����+���$X!E&Y$6������=�$E��+���RZ��$E#�;�����)*.�[@�*\]��$�����?@Q��P����$��S=*���^����$�7��43M�*=�#��9-��� 
#�$E#�8E_J����#������ �E��':=��E :� &5��`2#�� ���������E��8 #�� ��$�������&@� ��$E����$�����+��*\
&Y#���`�$�������$E#�#���&a':������#�$������E��&5������$�#��� *�4#�$J����'���+��E b��8P#��U����������R4�cVd-�$I�����*8�+��
�>`�����'��e��$�#�;�����?�./[f�*\]��������?@Q��g-��E`2$U#��e-��4353M$���$�#�7�������8�#��*\]V�$���&5$�������=�$���+���&
'�������#�$���������#�$�&5��`�#��U��%*��R�������8P%*$E;h��$�#�;��������U+���+U��$�������=�#�?BQ��/%*$�;��������T'�� � -��������#��� P&Y$6������+��1+���+P+����E-*���E����=�#���RC3M����&5?�. N $����U�P����&@�i=*���j-��� U#�$�#�8E_J� � -#�������'������* �-���=�$E#��� U����&5��$JV��*����#���$J�P����&@�i=*���j����&X#�$���8�;� A��%���R�������8 �*k�
*�E�2�
=�������&5�^l��m����':=���$��h$��E�*�n=��������X��;�&5$���$�#���R^�������6������#���������\�����$�&5$�#��o%����*8�OP$
$�-���#���7�?h�5��+��E`2$�&@�M������#���=�$6��?5��$E&Yp�.M["q�R�#�OI��$ER�#�������&,����'�=���$�����$�V�-��r��� � -�d'���������':_J� F�	EDJ��	s�
� 3c'�#�+�7�����#�����8�#��1#�$�;�����������&5?@Q1=���������.�t,�����U��+���;�?@����$ � -�� :�:=����J��;@�������T'��*����������#��� J�d'�uS$E������������#��� J��&5$�#�#���=�$6��?5��$EQA3c'*#�+�7�����#����*8�#��
#�$E;T����������&5?@Q1=�������� Gdv*	�kdwc	ED �d'�uP$�������������#���$S#�':x2#���V��1&Y$6������=�$E��+���V��U��$E#�; � -�����*�����Uq�����&a��y�#���;T#��E=�#���V��J�B����=�#�������8�_^y��I&5# � x�����$�z: �.

[f$6��#�$�&5�� {+a3c'�#�+�7���� τ(x,y) �f�*. $�. τ: U×U |~} R .
����$�x�y�$>����$EVT�*�y�z� P����V��P=�����%*?n&5��x2#��U%�?@z*�UV����������*��8S�e!�������&5$�x@'���+�$ ���
	���	�
�� )��4q6���A3c'*# + -7��� �y���z�x�#���%�?5��8�&5���i3M����&5��&r����y��������� �y�+��b�:�*� $��
p �  q ⇔ τ(p, q) > 0, (3.3.2)

�U#��U��������Q p,q∈U �c#�$S�E�� b����#�#�?@QC����#���OP$�#���$�&n������ �y�+��A! � ”,  q6����3c'�#�+�7��� z*��%*�C#�$U������$6y�$�z�$�#��A������%�uS$��(z*��%��1����x�y�$�������$E#�#�?@Rr#���z*8��Mz*��%*��=���������&5# � -
&Y��$e=�����z��*�Mz*��%*������xhy�$��6����$�#�#�� −∞ l]%*?@���E_J�C������#�?@$C���E������#*��?,���*��$�y�$Ez $ -
#��� �pd���@�*\]��������?@Q���#�� τ #���z*��V���$����� J��y�#��J�E��$E7��43M��= $ �E+���$Y'���z*������$

(p �  q �  r & p �  r) ⇒ τ(p, r) ≥ τ(p, q) + τ(q, r). (3.3.3)
� ���U'���z*������$U!������EOS���� b$���)U������$�#��������{ls��� �i���6phy��>#�$�������$E#��6�����b�M��� � -=�$�&X�U������$�y�$�z�$�#�#�'�_,����������#b'/���Y��z��>%*?^��&5$�������ls������� �:p@��?@����z*#� �z*����8e��%���� � -#���$h#�$�������$�#��������

ρ(p, r) ≤ ρ(p, q) + ρ(q, r), (3.3.4)
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